内容简介 


本书是“大学数学的内容、方法与技巧丛书”之一，是学习泛函分析课程 

的一本很好的辅导书*本书编写顺序与一般的泛函分折教材同步，内容包括 
度量空间、线性有界算子、希尔伯特空间的几何学三大部分.本书在凝练知 
识、释疑解难的基础上，用大量、全面的例题对度量空间、賦范线性空间、线性 

算子与线性泛函、内积空间与各种算子及它们的谱分解的概念、关系、性质进 
行了演绎、推导与论证，将极大地有益于读者掌握泛函分析知识与方法. 

希望本书能成为您的良师益友，欢迎您选用本系列丛书- 




刖 


泛函分析是高等学校数学专业本科与研究生的一门主要课程，是 
现代数学中一个较新的重要分支.泛函分析起源于经典数学、物理中 
的一些变分问题和边值问题，概括了经典数学分析、函数论中的某些 
重要概念、问题与成果，综合运用了分析的、代数的和几何的观点和方 
法.泛函分析的概念和方法对现代纯数学与应用数学、理论物理及现 
代工程技术理论的许多分支，都已产生或正在产生重大的影响 • 

泛函分析分为线性泛函分析与非线性泛函分析两大部分，本 
书主要讨论线性泛函分析.本书编写顺序与大多数泛函分析教材 
同步，主要内容为度量(距离)空间、线性有界算子与希尔伯特空间 
的几何学.与本丛书其它书籍一样，本书按章节编写，每节分为主 
要内容，疑难解析，方法、技巧与典型例题分析三个部分，对问题逐 
个地进行讨论、分析、证明、演算与归纳，用大量的例题为读者诠释 
概念、演绎技巧和举证方法，使读者通过本书能更好地融会知识、 
理解概念、熟悉技巧和掌握方法.由于泛函分析的概念比较抽象难 
懂，涉及的知识比较广泛而深刻，读者学习起来比较困难，因此本 

书尽可能做到由浅人深、循序渐进，用较浅显的语言、较详尽的方 
式阐述问题，希望读者通过学习有较大的收获. 

本书在编写过程中参阅了一些作者的有关著作，同时得到了华中 
科技大学出版社的大力支持与帮助，在此向他们表示诚擎的谢意. 

由于经验不足与学识所限，本书难免会有疏漏之处，欢迎批评 


指正 


孙清华 

2005年2月 
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第一章度量空间 


度量空间又称距离空间，本章主要研究度量空间及空间中点 
集的性质，并引入压缩映射原理. 


第一节度量空间的基本概念 


主要内容 


1. 定义1设 X 是一个非空集合，: T 和 y 是 X 中任意两个元 
素，若按某种法则，总有一个实数 〆 ioO 与之对应，且满足 

(1) 非负性 /» O ，： y )>0 又 〆 j ：， jy )=0 c =： y ， 

(2) 对称性 p ( x <, y ) = p { yix ) , 

(3) 三角不等式 p(x j p(z f y )， z 6 X ， 

则称 〆 x ，_ y ) 是两点间的距离（度称 X 为度量空间（或距 

离空 间）. 也记做( X ，户). 

2. 定义2设 X 是一个度量空间，01 = 1,2"")，工6又，如 

果当 oo 时,数列 〆 X | t ，: r )— 0,则称点列 U } 按照距离 〆 x ，： y ) 收 

敛于 I ，记做 Hmx „= x . 称 D 为收敛点列 ，称工 为{尤„}的 极限. 

定理1在度量空间中，任何一个点列至多只有一个极限，即 
收敛点列的极限是惟一的. 

定理2若心―工，>-►: y ， 则 〆 a ，％)— pGd ) ，即距离 〆 工，: y ) 

是两个变元工，: y 的连续函数. 

定义3设 M 是度量空间 X 中的点集，如果存在使得 

，: coXw , 则称 A /是叉 中的有界集. 




定理 3 设是度量空间 X 中的收敛点列，则集合是有 


界的 


3. 定理4度量空间及的任一非空子集 M 也是度量空间，称 

M 为的子 空间. 


疑难解析 


如何理解度置空间概念？ 

答度量空间是引人了度量函数 〆 x ，： y ) 的一个非空集合.在 
一个非空集合 X 中，可以定义不同的度量函数 〆 x ，： y ) 和朽(: c ， y )， 

从而得到不同的度量空间. 

设 ( X ，/ o ) 与(兄，内）是两个度量空间，若存在从 X 到不 的一 
一对应9?，使得对于每个 t ， ：y 6 X ,有 〆， jO =灼 ( 科，砂)成立，则称 
P 是 ( X #) 到(尤，内）上的等距映射，而称这两个空间是等距同构 
的.两个度量空间，从形式上看，集合中的元素可以完全不同，但是 
如果它们是等距同构的，则可以将其中较为抽象的空间用另—个 
较为具体的空间来表示，从而在论证时可以在技巧上获得较大的 


便利 


方法、技巧与典型例题分析 

要求熟悉度量空间的基本概念，能验证集合按规定的距离构 

成度量空间 • 关键是三个条件，特别是三角不等式是否成立 ■ 

例1在 R ” 上， 

(1)工=(彡1，吞2,… ，导 n ) ， 


(2)_ y = (7 i ，々2,… ，7") 


[S(H_)T ， 

1 


(3)/>(x,^) 

证明: R ” 是度量空间 • 

证（1)、 （2) 显然成立，下证 （3) 成立 • 利用柯西不等式 




( ㈣ 义 (妒）•（孕 )， 


得 2(々+ 6 *) 2 = + 2 +y)^ 

i *=i i 1 


< 2 > 1 + 2 ( 2 岣 1 / 2 ( 2 >) 1 / 2 + 2 > 

*=1 k—\ k^=\ 裊 =1 

[( S ^) 1/2 +( S^) l/ T 

裊 =1 是 =1 


2 




于是，在 R ” 中任取 

((1，匕，…，二），令 a*=& — 匕，6*=(*—7*，则有 

[ Eau ] 1 / 2 <[ Sa - r *) 2 ] 1 / 2 +[ S ( r , u ] 

k^= i k=\ ^=i 

即 户 O ， jyXj 0( U 2：) + p (2：， jy ). 

因此， R” 关于〆: r，30 构成度量空间. 

若令 


(f” 夯 2 ,…， D，：y= ( 7 " 72 ,…， 7 «)， 




X 


1/2 


ftO ，： v ) = 2] ，外（工，: y )= 

*=i 

则可以验证 R” 关于内 (x,：y) 与内 (x,：y) 也分别构成度量空间 • 

(C ，匕，…，己）的坐标是复数，按度量〆工，30 = 


|芒* — 7* 丨， 


max 

!<*<« 


若在『中 






/2 


( 2 l^* — 7* I 2 ) 1 

*=i 


构成的度量空间是酉空间，记做 C 


设X是任意的非空集合，对X中的任意: r，> 令 


m \ 


1， 当工 夫少， 

0，当 


pix ^ y )^ 


x=y 


证明: x 是度量空间. 

证 K：r,：y) 满足非负性与对称性是显 然的. 

当 /»Cr，30=0 时 ，/ 

当〆0：，30 = 1时，对任何式 j :/ z 与:中至少有一个 
成立，从而^0^，30<|0(：1：，2)+/?(2：，30成立，所以三角不等式成立- 

综上知，X是度量空间（称为离散 度最空 间）. 

例3 设 R 1 是实数全体，规定对: cjyGR 1 ， 令 / o ( x ，： y )=- 


3 


1^ — 3^ I 

1+ I x — 


，证 明： R 1 关于〆 工^) 构成度量空间 • 

证满足非负性与对称性是显然的•要证明三角不等式成立， 
只需 证明： 对任意的实数 a ，6,以下不等式 成立： 


+ b \ 


b 


a 


a 


< 


1+1“+ 厶 I l + ja | 1+1 厶丨 

由于在 (0，+ oo ) 上定义的函数 〆 : c ) = 

又由 + 可以得出 

_ I * 2 1 + 1^1_ 

1+ |a 十 6 1 〜 1+ | + |61 1+ |<2 | + |6 1 1 1 十 |a| + |6| 


x 


是单调增加函数， 


1+X 


l a +6 1 


1办 


a 


< 


b 


a 


< 


l +| a | ' 1+ H . 


1 Cx—z) + (z — y) I 

1+ | 工 — ：y I 1+1 (x-z)^(z-y) I 

\jc — Z I 


x — y 


所以 />(x — 


之 ― ：y I 

1+ |x—l-f \z — y\ 

成立，从而知 R 1 按〆： r，y) 构成度量空间 

例 4 设 S 为实数列 U„} 的全体(或复数列全体)所成的空间， 


= pix ^ z )-{- p ( zfy ) 


< 


{工]，尸{%}，令 


称I为： r=U} 的第 z 个坐标 ，对于 




jX 


J 0 i — yi 


〆 工，， )= 备 2 ( l + lnl ， 


证明 ： （lV0r,3；) 是 S 上的一个度量 

(2) 在 *S 中点列按距离收敛等价于按坐标收敛 

证(IV满足非负性与对称性是显然的 • 

类似于例3,可得三角不等式 


鲁 

f 


pU , y ^ = 2 j Fl+k 〜 




< Si r ( 


z ： 


1 

1+ \Xi — Zi 

—p{x jz) ~hp(z ^y) i 


1+ \ ^ i~yi i 


所以 p 是 S 上的一个度量 


(2) 设点列 


U ) 


, x)^Q ( n — oo ) 的充要条件是，对于每个 


1，2,…， 


JC 






n 


又工= { x ,} 65,则 〆 

自然数“有 limi 

L _ 

m jtL -tf* 

因为，若 


<«) 


X 


M 


=Xi 


C ») 




0 (n-^oo) ， 


则对于每个 〖，有 i 


00 


0 (n—^oo) 


1 + Ui 


n) 


— 工 , 


00 


从而 


0 in 


- — - 

I 


反之，设工 °°) ， z = l ，2, …，即 V e >0,3 m 6 N ， 使 

得念 4<4. 又对于 * = l ，2，...， m - l ，3 M € N ， 使得 当”〉 AT , 时， 

i = m u 

<冬.取 N ^ maxiA /^ A /^ ，… ^ N m - 1 } ，则当 w>JV 时，有 


(«) 


有 Id 




2 


^ 1 \ M n ) —^ i \ 1 g /2 < 

fri ^ l + lx^-xTl Irf Yl -\- e /2 ~2 


in — i 


E 


从而，当时，有 


nt 一 1 


c«> 




— X ： 


<e ， 


pix in ^ 5 x )-^0 ( w —°°) 


15 设 X 是非空集，对任何自然数 l 有 XXX 上函数外，满 


足 


(1) 对任何: r ，3^ X ，户 *( x ，^ y )>0， 外（: r ， x ) = 0; 

(2) p *( x ，： yX ^0 r ， z ) ~\- pk ( y 9 z ) , 

又设对一切自然数々，均有 i »* O ，： v ) = 0 时，必有工 = _ y . 证明： X 按照 

, 、 ^ 1 Pkix . y ) 

成为度量空间，且对 U „} cx ， Uj 按距离^收敛于 x 的充要条件 




是对一切自然数 I 均有内 Or „， x )40 Gi 

证 是显然的，若 />( x ，： y ) = 0, 则对于一切々， 

内 Cr ，： y ) = 0, 从而 

对于 任何々 和任何 x ，： y , 有 

pki^r ^y)^p k (x 9 x) -\rp k {y 9 x) =Pk(y ， x) 
Pkiyyx )^ p k ( y ^ y )-^ p k ( xyy ) = p k ( x ^ y ) , 
Pk ( x , y )= p k ( y 9 x )^^ p ( xjy ) = p ( yjx ). 

对 i ，： y ， 之云尤，有 * 


) 


和 


所以 


p(x,v) = V - 内 ( 工 ， 30 

PKX，y) ^i2 h 1 + Mu) 

1 「 pk(xjz) pk(zjy) 

2 * Ll + P * 0 , 之）十 1 +外 0 ，： y ) 


= p ( x ^ z )-\ rp ( zjy ) ， 


从而知 X 是一度量空间 • 

下证充要条件成立. 

设对于一切 66N ， 外 ( 工 „ ，工 )—0 (n 


)，V e >0, 取尺，使得 


— >oo 


2 + 


e 


<7,再取 A ^ N ， 使得当时，有 


2 


K-1 


S 丄 Pk (工 n ， 工、 

2 k 1+朽（工„，文） 

从而知，当 n > N 时，有 〆 心 ，: r )< e ， 即 〆 心， x )— 0 

反之，由0,易知 

p k ( x n , x ) 

1 十 


e 


a. 


2 


^2 k pix n ^ x }^0 (?2"^00) t 


从而有 

即 UJ 按距离 p 收敛于 X 的充要条件是，对于一切自然数 l 均有 


Pk{x n9 x)^0 («—OO) 


p*(x„ ， x)— 0 (/I 


) 


例6取所有有界复数列作为元素组成集合 X ，对每个元素 

(乞，简记做 


X 


( I ))，都存在一个实数 C ， 使得 






X 


()= 1 ， 2 ，一）.按 / £>(： 1 ：， 30 =^浮 16 — 7 > |定义度量，令 / 00 = 

(X <)， 证 明：广 是度量 空间. 

证由题设知， x ^%)，：^^) 都是有界的复数列，所以 

I — Vj I ()=1 ，2,…）有界，且存在上确界，即 〆 x ，： y)=sup — I 

>€N 

是有限的非负实数. 

工是明显的.反之，若 

_ 

pCr ，： y) = sup If) — 刃丨 = 0 ， 


>6 N 


则对每一 j ， 有 


H — 7> | ^sup | —7> I = 0, 




从而 


^> = 7>0 = 1 >2, 


/ 00 , 30 =^(?，尤)显然成立_ 

对任意 2=(0 ex ，有 

7) 卜丨 (K) + (〔—?y) I + \h 

<sup|^—^ 7 | +sup|^—7>j, / = 1,2, 


• • * 


yeN 


>6 N 


依上确界的定义，由上式有 

sup — ^ l^sup —^ I +SUP I Kj — ^j I ， 

>eN i€N yeN 

即 p(jo y y)^pix jz ) p(z J y ) , 


所以广是度量空间 _ 

例 7 设£是勒贝格可测集， m (£)< oo . 设5是£上实值(或 

复值)可测函数全体，当/(0⑴在 丑上几 乎处处相等时，把/和 
发看做 s 中的同一点，且对于 /， ge * s ， 定义 

〆 /，茗 ) =J 

证明 ： （ lVCr ，： y ) 是 *5 上的一个 度量； 

(2) 在* S 中， 〆 /„,/)— 0的充要条件是/„依测度收敛于 /• 

证 （1) 因为 /(0， g ⑴是可测函数，当 /(0, g ■⑴在£上几乎 
处处相等时，可以把/, g 看做 S 中的同一点，所以 

1/(.0 — g ⑴ I 

1+ 1/⑴一茗⑴ 


1/⑴ 一 g ⑴丨 

1+ 1/(0 -茗⑴ 


dtj 


E 


是有界可测函数.因为 m (£)< oo , 所以 〆 /，贫)有 


确定的意义，仿照例 6 可以证明， 〆 /， g ) 满足度量的三个条件 

(2)设/„依测度收敛于/，则对于任何 〃>0,有 

1+ \fn — f \ 

\L-f\ 

l + i 人 -/i 

依测度收敛于零，因为 


E 


><r CZ£(|/ rt -/j>^), 


所以 


< m (£(|/ rt — /|>泛））—0, 


E 


1+ \fn~f\ 

，则由实变函数中有界控制收敛定理知, 〆 A , /)—0 ( n — oo ) 


IA-/I 

1+ \fn~f\ 


<1 和 m (£：)< 


反之，若 〆 人, /)— 0 ( w — 00)，则当 a >0 时，有 

〆 /"，/)>{ 


1+ \fn — f\ 


dt 


Ei \/- f \^) 


M 


<T 


4^—00, 即知 {/,} 在五上 依测度收敛于 /. 

例8判断在所有实数组成的集合上，下列 〆 ： TO ) 是否为度 


(Dp(j0yy^=(x—y ) 2 ; (2)p(x ，： y)= %/\x — y\. 

解 （1)不是度量.不满足三角不等式，如 t =1 ，z = 0， j ;=_1 


时，有 


/>(1，一1)>户(1，0)+^0，一 I ). 

(2) 是度量.非负性与对称性显然满足，而 

\x — _y|< |*r — z | + |z ― jy | |x — z | 1/2 + \ z — y \ l/2 ) 2 , 

p ( jo ^ y )^： p ( xjz )^- p ( z 9 y )* 

例 9 设是 A ： 上的度量，是 X 中任意四点，证明 

\p(x y z)—p(yjt) \^p(x^y) J tp(z J t)* 

证 由三角不等式可得 

P (： c ， j 2： Xp (： c ：，3 ; )+/ ? (： y ， 2： XW j ： ，3 ; ) + 〆 >£) + p ( f ， 之）， 

pixfz) — p(yjt)^p(x 9 y) ~hp(z^t)- 

在上式中，互换工与 3/4 与 （可得 


所以 


① 


故 





② 


综合式①、式②即得 


例10 设/是定义在 R 上的连续实值函数，对记 
pU , y )= \ nx )~ f { y ) I .证明 4 是 R 上度量的充要条件是/为严 
格单调函数. 

证设/是严格单调函数，直接验证可知， 〆 x ，： y ) 满足非负 

性、对称性与三角不等式，所以是 R 上的度量. 

反之，设 〆 |/0)—/(>0 | 是 R 上的度量，则由 〆 x ，： y ) 
= 0^=^ = } 知，当时，/ ( x )#/(^)> 

现用反证法 证：当 时，有 / O ：) < f ( y ) </0)或/(工) 
>/ O 0>/( z ) .设当工<?<> 时，有 /( x )>/ O0 ，/ U )>/( 30 •又 

设 / U )>/ U ), 则在上考察连续函数/可知，由所设 / U )> 

/ 0c )>/( 30 , 依中值定理知，必存在 K [： y ， z ]， 使得 /<»/( 工)_ 

而 C >： y >: c , 所以不可能有: c == f , 与定义1中的条件1矛盾.对于 X 
> v >5： 时有 / 0r )</(： y )，/ U )</( 30 情形，类似可知结论不成 


立 


综上知4是 R 上度量的充要条件是，/为严格单调函数. 

例11设 X 是一度量空间，其度量为 〆 证明 

pC ^ fy ) 

1+/>( U ) 


p ( xjy ) = 

% 

是 x 上另 一 度量空间，并 /° 是有界的， 

证 ？( U ) 满足非负性与对称性是明 显的. 因为 〆 : r ，： y ) 是 X 

上的度量，所以对工，: ypex ， 有 

\+p{x^y^l+p{xjz) l + piz.y) 

= pix^z)+p<iz 9 y^ f 

所以？是 x 上的又一度量空间. 

由; ^( jrjXl 知，（ X ，？)是有界的. 


pCz^y) 




pixjy} = 


例 12 设/: [0，+oo) — [0,oo) 是严格增加函数，且满足 

/(0) = 0, f y)^f (jc) f (y) , x 9 y ^： [0,oo). 

设 f 是 X 上的度童， 证明： 


A (工， : y) = /(P(T ，： y)) 


也是X上的度量 


证因为/的值域为 [0,oo) ，故朽 是非负的， 且当朽 (工，: y) = 0 

时，有 /Q(x,：y))=0. 由/(0) = 0及/的严格单调性，知 

pix y y) = 0=^x= 

■ 

又 Pi ( x ^ y )= f ( pix J y ))= f ( p ( yjx ))= Pi ( yjx ') t 

pi ix ,z) = f (p(.x (pix t y) p(y ,z)) 

</(^( x , y )) +/(^，^)) 

— p l (x^z)-\-pi (y 9 z) 9 

所以灼 Or j) 也是 X 上的 度量. 

例 13 设 C|>4] 是|>乃]上连续函数的全体，V 




工， 


C[a，6]， 定义 


p(x 9 y) = msix \x(t)—y(t) 1 ， 


a ^ t^b 


证明 :C[a，6] 按照是度量空间. 

证 pCx ^ y)^Q 是显然的，且工（^) 7=1 y it ) ^ t ^ [a, 6] 时， 

■ 

pCx f y )=0^ 反之，若: c ，： yeC [ a ，6]， p ( j ：，： y )=0 j!l 

Jo ( t )— yQ ) I =0， 

\ x { t) — yiO |=0， f G [a，6] ， 

x ( r ) = y ( 0 =^ x = y * 

由定义即知〆 j：，_y)=p(：y，z)* 

对 |>，6] 上三个连续函数 x ,： y , 〜有 

p(x y y)=max \x(t)—y(t) |^max( \x(t)—z(t) \ + \z(t)—y(0 \ ) 

«b «b 

^max\x(t)—zU) I +max \z(t)—y(0 \ 

d < f <6 

=pCx y ^piz ^ y ) » 

所以 C|>，6] 按照 ^ 是度量空间 • 


max 


从而 
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第二节度量空间中的点集与映射 


主要内容 


1 . 定义1设 ( X ， p ) 是一度量空间实数 r >0 , 则称点 


① 


B ( x 0 ; r ) = { x | j:GX 且 ioOr ^ oXy } 

为以： T 。 为中心、 r 为半径的开球 • 称点集 

B ( jc 0 ? r )= { x | x^X 且 / o (* r ，: r 0 Xr } 

为以为中心、 r 为半径的闭球.称点集 

5( x 0 ； r ) = { jc | x€X 且 iOOc ， Xo )= r } 

为以: r 。 为中心、 r 为半径的球面，且 


② 


5 Cxo ; r ) — B ( j ： o ； r ) — B ( x 0 ; r ) 


2 - 定义2设集 >4 CZX ， X 是度量空间•对若存在 e >0, 
使得则称 z 。 是 A 的 内点. 

若 A 中每一点都是内点，则称4是 X 的开集(规定0是开集). 

定义3设 X 是度量空间，则称又中包含工。的任何 

开集 G 为; c 。 的一个邻域 • 

4. 定理1设 X 是度量空间，则 

(1) 空集与全空间是开集（即0与 X 是开集）； 

(2) 任意个开集的并集是开集； 

(3) 有限个开集的交集是开集 • 

5 . 定义4设 X 是度量空间， A 是 X 中的点集.对于 x <> eX ， 

若工 0 的每个 e 邻域中都含有 A 中无限多个点，则称工。是 Z 的聚点 

(或极限点) • 

下列命题 等价： 

( 1 ) x 。 是>1的聚点； 

(2) x 0 的任一邻域内必含有4中异于： c 。 的点； 


3 


_ 
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(3) 在 A 中存在点列 {〜} ，有二 : ?^0：。，且 < 2：„—：1：。. 

定义5设 A 是度量空间 X 中的点集，称 A 的聚点全体构 
成的集合为 A 的导集，记做若 ACZA ， 则称 A 为闭集 .Z 
ALIA ' 称为 A 的 闭包. 

_ 

下列命题等价： 

(1) A 是闭集； （2) A 中任何收敛点列 { a } 必收敛于 A 中点 ； 

(3) A C •是开集；（4)豸=兀 

在任意的度量空间中，空集及全空间是闭集，任意个闭集的交 
集是闭集，有限个闭集的并集是闭集 • 

_ 

7.定义6设 X 与 y 是度量空间,/是 ACX 到 y 的映射，若 

■ 

V £> 0, 3沒 >0,使得满足 pixy Xo ) <«^的一切 

?(/( x ), fix ,)') < e 恒成立,则称映射/关于 A 是连续的•若/关于 

A 的每个点都连续，则称 / 是4上的连 续映射 • 

定义6也可叙述为:若对 / U D ) 的任何邻域 W (/ to ))， 必有 
的一个邻域 AKx 。） ，使得当 xGiVXx。）fM 时 »/( x ) 6 N (/( x 0 )) , 

则称/在: r 。 是连续的•若/关于 A 的每个点都连续，则称/是 A 上 

的连续映射. 

以下命题 等价： 

(1) 映射/在工。连续； 

(2) 对于/(為）的任何 e 邻域 AK / Uo )， e )， 必有 z 。 的3邻域 

JV (: c 。 ，幻，使得当 xeiV (工。，沒）门 A 时， / Or ) eiV (/( 工 。 ),£)} 

(3) 对于 A 中任意一列收敛于 x 。 的点 U „}， lim /0 O =/(： c 0 ) 






e 


JOo 


成立 


定理2度量空间 x 到度量空间 y 的映射/在 x 上是连续 

的充要条件是， y 的任何开子集的原像是 X 的开子集* 

推论度量空间 x 到度量空间 y 的映射/ 在 x 上连续的充要 

条件是， y 的任一闭子集的原像是 x 的闭子集* 
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国标規定 A 的补集用 C 4 表示，为了与大多数教材呼应，本书仍用表示 
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定义 7 当一个映射/把定义域@(/)中的每个开集映为 

值域资 (/) 中的开集时，称/是开映射. 

% 

设是两个度量空间,: T 是逆 ( T ) ( CX ) 到 y 中的算子，如 


« 


果 


G ( T ) = {( x , Tx ) u e ^ ( T ) } 

是乘积距离空间 ( xxy ， w 中的闭集，则称: r 是闭算子或闭映射 • 

定理3定义域是闭集的连续映射必是闭映射. 


疑难解析 


度董空 间中的连续映射与数学分析中的连续函数有什么联系？ 
答可以认为，度量空间中的连续映射是数学分析中连续函 
数概念的推广.在数学分析中函数/的连续性是这样定义的:若/ 
定义在 [ a ，6] 上， x。G [ a ,6 ], V e >0 ,B &>0,使得当 | j : — x 0 1 <^ 

时，有 l /( x )-/ U >) l < e ， 则称/在点々连续.若对每个工 e [ a ，6] 

/都连续，则称/是0，幻上的连续函数. 

对两个度量空间 X 和 Y ， 映射/ : X — Y 在点工。6又连续，是指 

V e >0,3 5>0,使得对满足 〆 工，工0)<5的一切工，恒有？(/(工）， 

/(1。））<£成立.如果/关于 X 的每个1都连续，则称/是连续映射 • 

可见，这两个概念是密切相关的，其中后一概念是包含前一概 


念的 


方法、技巧与典型例题分析 


度量空间中的点集与映射是 R ” 中点集概念与数学分析中集 

合与函数概念的拓广，要求认识它们之间的联系与叙述上的区别. 

例1证 明：在 度量空间中， （1) 任意开球是开集； （2) 任意闭球 


是闭集 


证 （1) 设任取: reSGroy ), 则 〆 尤，上。）=“0，故£卜 ; 

CZBC ^ r )， 即为开集， 


2 
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(2) 任取:(工 o ; r ) ，则 pixtXo ') = a > r ， 所以 B 

BU oi r ) c . 即是开集，故 SCr Q ; r ) 是闭集. 

例2设 A 和 B 是距离空间 X 中互不相交的两个闭集，证明 
X 中存在互不相交的两个开集 t / 和 V ，使得 4 C = t /, B ( ZV . 

证由题设乂门5=0,知 4 C 二而是开集，故对 j：e 
A 3 心>0,使 iV ( x, 心) CIXXS . 取 (/= U WOr, 心/2)，则 t/ 是一族 

开集的并，仍为开集，且有 ACf / 

类似地，对：^€5,3心 >0,使 AK ： y ， A ) C ： X \4 .取 

V = U W (: V ，心/2),则 V 是开集，且有 BCIV . 

yeB 

下面用反证法证设 zet / nv , 由题设知，3 j ： eA t 

I 

使得 zeivci , 九 /2) n ^ (: y ， A /2)， 从而 

s x d 

户 0 ，夕 Xp (u ) +/? Cz： ， ) <C f + f^max (U y ) ， 

于是当 〆 x ，： y )< 九时 ,： y ^ X \£ 是不可能的.同样，当/ > U ，： y)<A 
时, xexvi 也是不可能的.所以，必有 unv =0. 

证明：任意非空集 ACZQ ：#) 是开的为开球的并 • 
若乂是开球瓦的并， = U 仄，则对每个存在开 

A 

球及 I ，使得工6凡= { z \ p ( x a ^ z )< Cr a }. 于是 〆 x a ， a )= e 〈 r tt ，取7= 


a 


yi —^— 


* 


jo€A 


f (r, —ehECaWCZ 艮 C 儿从而 , >1 是开集 • 

反之，若 A 是开集，则对于每个山存在开球 BU ; r ) C 4, 
从而，可表示为这些开球之并，即 U 5( a ； r ). 

A 

例 4 证 明：度 量空间 X 中的点集 F ， 对于 e >0, 定义 〆 : r，iO = 

infbOrWb ⑼，则 

(1) {刻户0,^<4是叉中的 开集； 

(2) { xkU ， F )< e } 是 X 中的闭集. 

证 对于函数/ : ^-^[^，〜^/(^^^(々^^，/是连续的， 


因为对于任何 


有 




14 


pixjF) =inf{p(x ， ;s ： ) +〆 ； £ ：， jy) |^GF} 

p ( x ^ z )-\- p ( zfF ). 

/>( Z ， FX /0(；2：， X )+/0( J ：， 厂）， 

|/(j ：) — f(z) I <C/0(j：,«). 

知 / 是连续映射，因此由连续映射的定理知 

{ x | / o ( x , F )<£}=/- 1 ((-^, e )> 




类似地，有 


从而 


是 开集; 


{x\p(x 9 F)^e} =/^' 1 ([0,e]) 


是闭集 


例 S 证 明：度 量空间中的任一闭集必为可列个开集的交，任 
一 开集必为可列个闭集 的并. 

证设尸是度量空间中的闭集，则，={^| /0 (1，/0=0}，显然 


{x\p(x 9 F) — 0} = f) 卜 |pOr ， F)< — 

»=1 [ 打 

因此由例4结论可知， F 是一列开集的交- 

设 G 是开集，则 G ° 是闭集，可以表为一列开集之交，即以= 

行 G„， 从而 4 

]= 1 V: 


g=( nG„) c =u'c ^， 

»— 1 # i=i 


即 G 是一列闭集 的并. 

例6 C [ a ，6] 是 |>，6] 上的连续函数全体，对于 o ：，： yeC ：[ a ，6]， 

定义 〆 工， 3 ；)= max \ x ( t )— y ( t ) \ ，则 C [ a ， A ] 按产成为度量 空间. 设 


a ^ t^b 


U |: rec |>,^]， 且 KB 时，|以0|<4，其中5是[“，6]的子 

是正 常数.证明： A 为开集为闭集. 

证充分性设 S 为闭集，则对 xe 儿有 maxUO ) 丨0.记 

tes 

d — a — max | x ( i ) 丨，当^^^^(1，沒） Or 的衣邻域)时，有 

| 〆 ,） |^ max | x (/) | + max | xO )_： y ⑴ I 

tes — 

<max \ x ( t ) I ~\~ d = 


A 


m 


，a 


tes 


max 


tea 


tes 


a 


teB 
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所以:即 N (; rM ) C ： 九证得 A 是开 集. 

必要性用反证 法证. 设 A 为开集，而 B 不是闭集，则存在一 

点列 { UCB ， 而^。^凡不妨设： c | 

<^。<6(其它情形可类似讨论） . 《1 
作如图 1.1, 可以看出， 

: cei 但对任何^ > o , 当^ > A>o 

时， • rOo)+》 1 = a + 沒•所以，当 

”充分 大时，工(^|)+屯>^*从而工 O 

+ Ae 几说明了邻域#(為，幻広 

a , 与 a 是开集矛盾. 

例7证 明：在 离散度量空间 X 中的每个子集既是开集又是闭 


a 


b 


证设 A 是 X 的任意子集，对于任意 flGA ， 开球 B ( a ; l /2) = 
{ dCZ ， 所以 A 是开集.类似可证也是开集，所以4又是闭集. 

下面利用连续映射定义及等价命题与充要条件来讨论定义在 

某些集合上的函数是连续函数的充要条件. 

例8证明 ：映射 /: X—r 是连续的 <=H 壬意闭集 MCY 的原 

像是 X 中的 闭集. 

证设/是连续的是任意闭子集 M 的原像，则 M 的原像 
是 AS 由主要内容8知，是开集，所以 A 是闭 的. 

反之，若 M 的原像 A 是闭的，则 M ° 与均是开的，故由主要 

内容8知，/是连 续的. 

但是,在连续映射下，开集的像不一定是开集.例如，由 rO )== 
situ 定义的连续映射 R — R ， 将开集 (0,2 tc ) 映到闭集[一 1，1]上 • 

设 X 是度量空间，>4是； f 的子集，/是定义在 Z 上的实 

值函数. 证明： /是连续函数 W 对任意实数 c ， 集合 4(/< c ) 与 

都是闭集_ 

证由主要内容8 知，必要性是显然的* 

充分性设有数，则 


m\ 
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A Ca<f<b) =A\(A Cf<a)\jA (/ ) ， 

显然 au </<6) 是 a 中的 开集. 对直线上的任何开集 <^，有(；= 

0 (义,氏），其中（仏，氏)是0的构成区间，于是 
«— 1 


r l ( G )= [JA { a n < f <(3 n ). 

«=1 

而 /^(G) 是至多可列个开集之并，故仍为开集.依主要内容8，/是 
连续的 • 


设/是定义于度量空间X中闭集£上的实值函数，若 


对每个: CoGE， 


limsup{/(x) |xG NCr 。 ' ） 工 o ) ， 


则称 / 在五上 是上半连续的 • 证明： /为£上的上半连续函数@ 

对任何常数是 X中的闭集. 

证 记艮 = £：(/>a). 

必要性设，则存在 J：„€£ a (^1=1，2，一），使得工„—工. 
因为 /(&)>〜 所以 


<2^1imsup{/(^) \y ^： N(x^r} C\E}^f(x ) ， 


su 


于是 


即得:故是 X 中的闭集. 

充分性用反证法证.设艮是闭集，若存在使得 

limsup{/(x) |xG A^Cxo^r) f\E}^>fix 0 ), 

r -^0 

则一定有 { 工》 }( 11 £ ：，使得工 11 — 1 2 ：，且令 

lim /( x „) = limsup {/ ( x ) |： rGiV ( xo ， r ) 门五} = 4〉/(工0)， 

ji—► oo r^*-0 

故可取〜使4>“>/(0：。），即存在尺，当 n >7 S / 时有 /(☆)>〜 亦即 

G E a =^ x 0 ^： £ a =>/ Oo ) 


fl 


这与前面 a 的取法矛盾，故 

lim sup {/(x) I 门五 }</( 工 0 )， 

r 峰 0 

即/为£上的上半连续函数 _ 

例 11 设 O : C ⑴ [a,6]—C[>，6]， 其中 C (1 )0,6] 是[>，6]上具 
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有一阶连续导数的函数全体，在 C ⑴ [ a ， 6] 上按距离 Pi ( jo ^ y ) = 

max \x(t)—y(t) |定义 




d 


eC a ) [ a ,6] 


Dx ( t ) = -rxiO ， 


x 


dt 


句: D 是否连续映射？若取距离 


ft ( 工， : y) = max max |x 0) ( ，）一 y (0 (f) |， 

i ^ 0*1 


则 D 是否连续? 


— nit —a) 


在度量空间 （C ⑴ [ a ，6]， 灼）上，令 x n (?) =— 

0,但内 ( Dx „，0) = l , 所以 D 不是连续映射 • 

在度量空间 ( c (1) [>,6] ，内) 上，对任意工 aec ⑴[>，6]，有 

piDjOyDy) =max |Dx(i) — Z)y(f) | 


则 


e 


巧（工 „ ， 0) 


I ^ CO — y r Ct) 


= max 


其 中户是 上距离，即 


/o(j ：， 3；) =max |x ⑴一 yU) 

t 


所以 D 是连续映射 


第三节赋范线性空间 


主要内容 

要求熟悉高等代数中线性空间（包括实线性空间与复线性空 
间）概念，熟悉线性空间中向量的线性相关与线性无关的概念. 

1.定义1设 a 是线性空间 x 的一个线性无关向量组，若每 
一 个非零 向量: reX , 都是4中向量的线性组合，则称 d 是线性空 
间 X 的一个线 性基. 

若线性空间 X 存在一组由有限个线性无关向量工1，工2， 

组成的基，则称 X 是有限 维的. 线性空间的维数是惟一确定的. 


，X 
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2. 定义 2 设是两个线性空间，同为实的（或复的）.如 
果在； r 与； r 间存在一个 一一 映射，使得对于任何一对: r ，： yex '及 

任何实数(或复数)〃，有 


则称; r 和又"是线性同构的，炉称为; r 与 x "间的线性同构 映射. 

_ 

3. 定义3设 L 是线性空间 X 的一个子集 • 若 L 对 X 中的线 
性运算是封闭的，即对任何 r ，： yei 和任何数《,/?，都有 

则称 L 是 x 的一个线性子空间，简称子空间 • 

设 A 为一个指标集，可以是无限的. U ,}， Aei 4 是 X 中一族向 

童，则一切由中有限个向量的线性组合所得到的向量 


y = C £\ Xx l + ^ 2 ^ x 2 + • • • + a ^ x ^ k 


，〜是数） 

全体 M 是 X 的一个线性子空间. M 称为由 {&} 张成的子空间（或 
称 M 是 {&} 的线性包). 

定义4设 x 为线性空间，若 v rex , 有一个确定的实数 
/>0 c ) 与之对应，且满足 

( D /)( x )^0, 

(2) ^(«x)-= |«|/>(x),a 为任意实（或复）数， 

(3) />(工+30</>(工） + P0 7 )， x ，: ye . X ， 

则称/ >0 c ) 是 z 的单 范数;若同时满足 

(4) / >( x ) = 0, 必有 JC = 0 , 

则称 〆 x > 是 x 的范数，记做 IUII •并称X按范数II • II为賦范线 

性空间，记做 OMI • II )• 

5. 定理1 (1) 賦范线性空间必是度量空间 • 特别地，〆工;，：^ 


(人 6 A “ = 1 ，2,…，是； 




_ 


r -^ || 是此空间上的度量函数. 

(2) 范数是变元: r 的连续函数，即若二—工，则II A || — II : 

(3) 若 ，: y „， x€HAe 少，且為 ― y 乂— A ，则 

jr n -\ry n ^^^~y^ Kx n ^Xx. 

Or - oo )， 也称点列按范数收敛于 x ， 记做 


对于 
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lima: 


6 •定理 2 设 X 是陚范线性空间是由范数导出的度量，对 
于所有:每个少，有 

( 1 ) p ( jc-\-a 9 y -\- a ) = p(x ^ y ) (平移不变性）； 

{ 2 ) p ( ax 9 ay )= | a | p (： r ，3；) ( 绝对齐次）， 


疑难解析 


賦范线性空间 与度量 空间之间有何关系？ 

答每个賦范线性空间都是度量空间 • 设 ( x， II • II ) 是线性 

賦范空间，则以 〆 : r , y )= II x ~ y \\ 定义的 X 上的度量称为由范数 
II _ II 诱导的度量.今后说到一个賦范线性空间的度量时，总是指 

由它的范数诱导的度量. 

可以证明，线性空间 X 上的度量 p 使得 X 成为賦范线性空间， 
当且仅当 P 满足 

= |a |/o(x,^) , V 

(2)/>(xH-z,^+z)=/o(j: ， 3；) ,V x^yyZ^X. 

但是，并非所有度量空间的度量都是由范数导出的，此时，上 
述（1)， （2) 不一定满足，所以度量空间不一定是賦范线性空间 • 

方法、技巧与典型例题分析 


賦范线性空间是特殊的线性空间，在讨论賦范线性空间时，必 

须熟悉一般线性空间的性质以及賦范线性空间的特殊性质 • 

例1证明： （A , x 2 » **• ^ Xn ) , x j = t J 是 C [ a ,6] 中一■个线性无关 

组，）=0，1 ，…， w —1. 

证设 0；]^ + 0；2* 2： 2 +…+屯工》> == 沒(零兀） ，工 i = P ， t 在 [ a ，6] 中任 

取 ”个不 同的值，…山，代人上式，可以得到一个齐次线性方 
程组，其系数行列式的转置是范德蒙行 列式. 因为 A 山，…，^ 
取不同值，故 D — D T #0. 从而方程组只有零解 

) 是一个线性无关组. 


a„ = 0 . 


即（工1，工 2 , 


M 
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0 0 


^11 a \2 


ex ， 有 


，使得对于每个 


x 中存在 


0 0 


a 22 


21 


0 0 


^11 ^12 


^11 ^12 


0 0 


a 2 l 


a Zl a 22 


a ll 


使得 


，存在 


对于每个 


a 


a 22 


a 


22 


21 


21 


例 2 指出下列 R 3 的子集中哪些能构成 R 3 的子空间，这里 ，: r 

=( m ). 

( 1 ) fl = f 2 »^3 = 0 的所有 X ; 

(2) ^1=$2 + 1的所有工； 

(3) ^>0，芒 2 >0，^>0的一切 I ; 

(4) ^1 — ^2 + ^3=^ (是为常数）的全体工. 

解按子空间定义(见主要内容 4) 考察， 确定： 

(1) 对线性运算封闭，是子空间 • 

(2) 对线性运算不封闭，不是子空间 • 

(3) 对线性运算不封闭，不是子空间. 

(4) 当 々关 0时，对线性运算不封闭，不是子空间；当々=0时，对 
线性运算封闭，是子空间 • 

例3证明 :所有 实二阶方阵构成一线性空间 X . 指出 X 中的 
零向量、 X 的维数及 X 的一个基. 


厶11厶12 
厶21办22 


€ 1 \ C 12 


证任取三个实二阶矩阵 


6 


C 21 ^22 


a 


a 22 


X ,则 


厶 n 厶12 
办21厶22 




b 




a 


a 


li 


b 


b 


^21 a Z 2 


a 


22 


21 


22 


c2 


1 2 
Au Au 


2 2 
11 2 


1 2 
Au Au 


2 

fo 


0 0 


a 


a 


— a 


— a 


a 


12 


ii 


12 


0 0 


a 


a 


— a 


一 a 


21 


22 


21 


22 


b 


b 


^11 ^12 


11 


12 


对于数量〜/3及々= 


ex ， 有 


厶 21 办 22 


a Z \ ^22 


0 ^a n aa l2 


aA — 


如 21 如22 


a (/? A ) = ( a /?) A , 14= A ， 

aiA+B^)=aA+aB, (a+/?)A=aA+M- 
所以，所有实二阶矩阵构成一线性空间 X . 


0 0 


即零矩阵.线性空间 X 的维数为4,其 


X 的零向量是 


0 0 


一 个基是 


0 


0 


0 0 


0 0 


0 0 

例4证明.•在《维向量空间 X 中，任意可以惟一地表 
示成已知基向量 q ， e 2 ，…， 仏 的线性组合. 

证因为 X 是 n 维向量空间， 

， u 必线性相关.即存在一组不全为零的数心，匕，…，匕 +1 ， 


0 0 


0 


0 


线性无关，所以 


f € 


n 




綠« « 


使得 


是1必1+走2々十 … +^^ rt +^ +1 JC = ^ (零向量) 

因为 h ， e 2 , …，心线性无关，所以匕 +1 #0,从而 


— 1 


x = t —- h 总 十 + 


k 


n+1 


若又有 


X ^ + 沒 2 e 2 + … + 卢《〜， 

贝! 1 x—x— (q —+ 0 2 )e 2 + … + O ”一 氏) 6= 


因为 ，衫 2 ，…， G 线性无关，所以免 = 汉 ， t = 1，2，…， W •即 JC 的表 7 K 式 


惟一 


设 hA ， …， 4) 是复向量空间 X 的基，找一个基，使； i ： 
成为实向量空间,并求其维数. 
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解因为6，心， … ，匕线性无关，所以 i 6， ih ， …， il 也线性无 

关，从而 ( q ， 心，…«，化1，化2^" ， ie „) 为实向量空间的一个基，维数 

为 2 n . 


设 W 是所有与给定的 n 阶实矩阵 M 可交换的实矩阵集 

合, 证明: w 是 ir xa ( 由数域上一切矩阵构成的线性空间）的 
子空间 • 


，满足财£„ = 


证因为 R wXfl 中的单位元瓦= 


E n M ，即艮 G W ，所以 W 是非空集合. 

V 有 A / A = AM ， MB = BAf ， 于是 

MU+B)=MA+MB=AM+BM=U-\-B)M, 

(kA)M=k(AM}=HMA) = MaA). 

故 >4+ B ， 也 4 GW ， 即 W 对 R ttXB 中的加法与数乘封闭， W 是 R ” x ” 的子 


空间 


例7设 t / 是线性空间 F 的一个子空间，证 明：若 f ； 与 V 的维 
数相等，则"=卩 

证只需证它们有相同的基或者相互包含即可 • 

设 f / 与 V 的维数相等，均为 r . 叫 ， or 2 ，…， or r 是 C 7 的一个基.因 

为 t / CZV ， 所以 q ， a 2 ，…，即七， 々，…，七 也是 K 的一组线性无 

关向量，从而也是 v 的一个基.于是，有 

例8设 X 为数域 / C 上的賦范线性空间， 证明： 线性运算关于 

范数是连续的.即对《«，沐，《,)9€尺，心，>，1，：^叉，当4-^，馬- 
沒，: c rt - ►: c ，时，有 




0i n x 


且当 II 心 II 美0 ，II JT II 古0时，有 


因为 
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I x II < II x—y II + II 


I ~ II 3^ II ^ II ^—y II ， 


y 


X 


同理 


II — || x || < II X —3； II ， 

I II ^ II — II ^ II II x~y || 

II f^nyn~^X — f^y li 

^ II K , x „ — Aj ： || + || 

< IAJ || x n —x || + | A„ —A| || 


y 


所以 


又 


Mnyn — f^y 


X 


+ 1/4 I II yn—y II + — 

故当 n—c>o 时，上 > r f( + /vy ll -^Ax+/o；. 


: V 


于是，当 IU II ^ 


因为 IU” II —IUII ，所以 


X 


X 


X 


JO 


0， || j : || 古0时， 


x 


x 


证明 


(H， …，己 ）6R rt 是『上的范 




( 1 ) 


= max 
!<*<« 




，： T 


X 




1/夕 


( I | x (^) | Mf ) 


(l</><m) 是 C[<2,6] 上的范 


( 2 ) | 


X 


P 


只需验证满足范数定义中的条件 

(1) || X ||„>0,且 

II 是显然的. 

下证三角不等式成立 

II x+jf II oo = ma X | $, H- 7i I = max ( | f «| + 1 7. | ) 

X < 4 <JI 


II oo = 0 JT = 汐及 


aj ： 


sc 


flf X 


l«lt 


^max |^/|+ max 17 , | = || x || « + 


: y 


!<*<« 


«« 


if u xe(^^ 2 ,-^jeR 


所以 


= max 


X 


是 『上的 一个范数. 

(2) 对于: reco, 6 ]， 


1/夕 


X ⑴ fi dt) >0 


X 
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是显然的， 


II ，= 0=^：c ⑴= 0,即 x=0， || 沒 || 0 

\\p=M II工 IU 显然成立. 

v uec[ fl ，6]， 由闵可夫斯基不等式，有 

<( J >(0|— 1/ P +( J :|： y 0)|， cU ) 

= || x || p -h || y || 

所以， II x II, 是 q>，6] 上的 范数. 

例10设 x 为賦范线性空间，令 


X 


ax 


up 


II x+y || p 




UP 


P t 


0, 


x = jy , 


pixyy ) = 


—y II + 1 ? 工台， 

证明 ： （X4) 是度量空间，但 p 不是由范数导出的度量. 

证证明〆 ajO 满足度量定义，但不满足范数定义. 

Mx，：y) 满足非负性与对称性是明显的.下证三角不等式成 


x 


立. 


若 j ：=： y ， 则 


p(xjy)= 0^pCx f z) +〆 之， jy) 


若 j ： 尹： V ，则当时，有 

p(jo f y)= || x—y ]| +1</>(x ， z) 十 /? (之 ，: y) 

=II x 一 z || +1+ || 2 ： 一 y || +1. 


当 x = 2,5^ jy 时，有 


p(x^y)— || x—y || +l^pix jz) p(z f y) 

—7 II +1; 


= 0 +|| 


+ 1 = 


x 




当 J ：/：2 ：，jr = 3； 时，有 

P ^ x ^ y ) — 


—y || +1<〆 工，之） +〆 之， : y) 

—z || +1 + 0= || x~y || +1 

所以，〆工，3；)是度量， ar，p) 是度量空间 • 


X 


X 


然而 
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II x }| +1 ， x^B 


p { Xjd ) = 


= 6 


0, 


不满足范数定义，因为关 kbCrj ). 所以 f 不是范数诱导 

出的度量. 

例11设线性空间 X 按^成为度量空间，且 p 满足 


pix — y ^0) — p(x ^ y) ^ p(ax^6)= \a \p{xy6) > 

— pixjd ^ 成为賦范 


其中 uex ，《 e 黾 证明： x 按照 II 

线性空间. 

证证明 II *r II = pCr ，60 满足范数定义的条件 • 

II x || =/>( j :,0)^0 是明显的，对任何数 a ， 有 

|| ax II =pCctXyd) = \a\p(x^ 0 ) = \a\ \\ x | 


X II i+：y II =/o(x+3 ；， 沒） = 户 0, 一 : yX/>(:r ， 0) 十 〆0 ，一 : v) 

=p(x ， 0) + />(—jy ， 0) = Ax ， 0) +〆 }，沒） 


所以 ，II x || 是 X 上的范数. 

例12设叉。是賦范线性空间 X 的子空间，证 明:又 。也是 X 的 


子空间 


证设尤。，>€又。，则存在 uj ， buc ： x 。， 使得 


lim*r„ = 為， lim ： y„ = >， 


虹 0 + 办。 = Um Ox„ + /?y"). 

rt^*oo 

由于從 + jS > ex 。， 所以吻+办。6又。，即又。是 x 的子空间 • 

例13设是[>泌]上有界变差函数的全体，对于每个/ 

定义 H/H =|/(“ ） | 十。（ /) ，其中 0(/) 为 / 在 [ 〜 6] 

a a 

上的全变差，即 


于是 


V (/)=sup 2 1 /( 办 I) 一 /( 山）1 _ 

11 * 1=1 

这里 K 代表 [ a ，6] 的任一分割么 =6， F [ a ，6] 是 
线性空间，证明少|>，幻是賦范线性空间. 
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b 


证 （ l ) 11 / 1 > 0 是显然的.若 ll/l = 0 ,则 / u ) = 0 , v (/) 


a 


0 , 则 




n 


s 岭 


|瓜）一 / u ) 丨=0， 

其中上确界是对任一组分划取的，故 

V f € [<2,办]， /( f )=/( a ) = 0, 即/=沒. 

(2) II af || = |a| || / || . 

(3) 对于任 一 组分点 <2 

n 

I (,+ ff ) (办 i ) 一 

i = 1 

n 

= 2 \ f ( bi )— f ( ai )-\- gCbi )— g (. ai ) 

i=l 

I 

it n 

1/( 表)— /( a ) I + 2 j 1发仏）— 发(仏 ） I 

i = 1 i = 1 

< V (/) + V (^), 


(/+ 茗 ）（ 山 ）1 


a 


a 


b 


b 


b 


V(/+g)<V(/)+V ( 茗 ) 


a 


a 


a 


K/+ 发 ） 001<l/(a)| + k(a )|， 

II /+ 《 ll<ll/ll + ll 《 ll ， 


又 


故 


从而知 V [ a ，6] 是賦范线性空间 


若记 


V ' oC ^ t 6]= {/6 V [ a ,6] l /( a )=0，/ 在 ( a ，6) 内右连续}， 
则 V 0 [ a ，6]是，6]的线性子空间 f V 0 [ a ，6]上的范数是 


b 


ll/ll - VC/) 


a 


14设 X 是数域尺上的賦范线性空间，证明 ：线性 运算关 
于范数是连续的. 


证明 ，卩 》， a ，卩 € K ，工” 义，当 P 

I 

^时，有 


， JOn 


工 ，：V 


n 
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+ 沒 ”3 ；"—ax + 戸 y ， 

故只需证明加法与数乘分别是连续的.由 

II ^n~\-y n )—{x-\-y') II ^ II x n —x II + I 

知，加法是连续的.又设 M>0, 满足|«„|<从，《=1，2，〜，由 


0 (n 


yn—y 


I ^ || _ a n^ H~ a n^ — 打 


a n X n — OLX 


IE x n — x || + \a n — a\ || 


0 ( n — oo )， 


x 


知，数乘也是连续的 . 

例 IS 设线性空间又按 /> 成为度量空间，而且 P 满足 

pOc — y ， d) = p(x ， y )， p(axjd)= \a\p(x 9 d ) , 

其中工， ^ 是 x 中的任意元 , a 是任意数 . 证明： x 按照 || 
pUJhzeX 成为賦范线性空间 . 

= pCx ， dy ^ o . 当 II I II =0，即/?0，沒)=0时 ^ x=o 


x 


X 


对任何数 a ， 有 


p(ax 9 0 )= \a\p(jo 9 d)= |a| 

-\-y || = pix-{-y j6) = p(jo f — y)^p(x y 0) -\-pi8j —y} 

=pix 9 d) pC — y j0) 

= p ( jo 9 6)-\- p ( yy 6) = 

• ii 是 x 上的范数. 

例 16 证明 ：在賦 范线性空间中，任何收敛点列都是基本点 
列，任何基本列都是有界的. 

证设 U„} 是賦范线性空间中的一收敛点列，且右 ->：C (n- 

m)，x 是賦范线性空间中的点，则V e>0,3 \( £ ),当《>"( £ )时， 
^ || || <e/2. 从而，当”， m>JV(e) 时，有 

^ || x n — x || + || j : — x m |[ 0/2 + e /2 = e ， 


ax 


x 


又 


x 


X 


y 


所以 ，II 


X n — X m 


即知 {xj 是基本点列 . 

设是基本点列，则 V e>0,3 iV(e) ， 当 n ， m>iV(e) 时，有 


| <£ 


X - — X 


可以取 e=l, 则存在 ; VoGN ， 当时，有 || 
1. 再令 m = M> + l ， 则当 w >W 。 时，有 


x m \\< 


X n 
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II ^On II ^ II 工， 

令 M=max{l+ || 

于是，V nGN， 有II A II <M ，即基本点列 U} 是有界点列 


I <1+1 


工 JV 0 +1 


工 N 0 +l 


I，II 工 2 II，…，I 工 N II } ， 


第四节赋范线性空间的例子 


主要内容 

■ 

1. 定义1设 X 是一个线性空间， Z 是 X 的一个子集•若对任 

¥ 

意工，3；€>1，连接它们的线段{03：+(1.—<07|0<«<1}都在/1中，则 
称 A 为凸 集. 

线性空间X的每个线性子空间都是凸集 • 

2. 定义2设/是[〜幻上的实值可测函数，如果 
I/T 是1>,6]上的勒贝格可积函数，则称/是|>，6]上方可积函 
数. |>，6]上 /> 方可积函数全体记为 Z/[a，6]. (在 Z/[a， 6 ] 中，两个 

几乎处处相等的函数视为同一元素而不加区别 •） 

是一个线性空间. 

按范数 || /||,= (「1/(0 〜是一个賦范线性空 


间* 


3* 赫尔徳不等式设/ >> l，l//> + l/g = l，/eP[a，d，^e 
Z^[a，6]， 则/ • g 在[>，6]上勒贝格可积，且 

\ nogco \ dt < ii / ii , II 犮 


① 


成立 


闵可夫斯基不等式设户>1，/，牙€//|>，6]，则 f+ g e 

1/[以]，且 


② 


/ 十发 K 11/1 十 11 茗 1 


成立 
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4. 记满足 f <^oo (/ >>1) 的实数列（或复数列） 
全体为 P， 按线性运算 


工 +： y = (工 i+：yi ^ 2 +^ 2 ，*••)， 

ax — C ^ Xi ， of ： c 2 , …）， 


i p 是一个线性空间 . /，（1<声<如)按 IUlU-(2k ㈧成为 

賦范线性空间_ 

i p 中也有赫尔德不等式与闵可夫斯基不 等式： 


21 ⑽ I <(2 X，(SI 川 ' 

k=l k = l 1 

1 

(!>*+# 广 <(:!>* I ，广 +( e I #) 

i=l it —I 1=1 

设广是有界实（或复）数列全体按通常的线性运算所成的 

线性空间.对工6广，设 

| _ 

sup |^|，则 r° 按范数 


© 


up 




m 


( X ”工”…，工„，…），令 




X 


I / II co= inf ( sup |/( 工 ）|) 


(£)^0 


成为賦范线性 空间. 11/ || oo 称为/的本性最大模，也记做 

II /II co = ess 


cf,Vf 1 /( 


x 6 


疑难解析 


如何理解凸集的意义？ 

答主要内容1给出了凸集的定义，怎样理解其意义呢？下面 
给出一个具体的例子. 

在欧几里德空间 R 2 上，对尤=(&，匕） 6R 2 , 规定 \\ x\\ P = 

( W + 1匕10 1/;> ,/>>1，则 II • L 是 R 2 上的一个范数 • 若记 

(I f 1 I， | 丨 ） ，则有 lim || x \\ P = II x II ~，显然 

^<PO 

IU 也是 R 2 上的范数. 

下面来看，关于这个范数，单位球 {^1 II T II <1} 是怎样的集 




= max 
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合（见图 1.2). 

显然，对 II • II ™，单位球是以 

(士 1, 士 1) 为顶点的正方形. 


单位球是以点 O 为中 
心、位于以（士 1，士 1) 为顶点的正方形内 
的椭圆. 


对 


4， 


对 II • II 2,单位球是以点 O 为中 
心、半径为1的圆 • 


对 I 


单位球是以（0，1)，（1， 


1 , 


0)，（_1，0),(0, — 1) 为顶点的正方形. 

对以上情形，即 II 1 II 时，单位球是凸集，有 

tx-\-{\—Oy ^： {x\ || x || <1} (O^^l). 

而实际上,任何赋范线性空间中的单位球都是凸集.这是因为，当 

<1， || ^ II <1，0</<1 时，有 _ 

I tx-\-{\—t)y || ^ || tx || + II (1—^)v || 


X 


|| +(1 — t) I! y || <f+(l — ,) = 1- 

当 0<P<1 时， || x || , 不再成为范数，单位球也不再成为凸 


X 


的.例如 


1/夕 


VP 


[ 








2X TT7 






2 P 


p 


2 


点 1 不属于单 位球- 又当 ^= f 时， （工1 IU II A <1} 即数学分 

析中星形线所围图形，显然不是凸的* 


方法、技巧与典型例题分析 


II 证明： 賦范线性空间中的任一开球50。，")是凸开集 • 

:先证*50：。，/*)为开集.因为 V 1€5(工 0 ，厂），有 IU-xo II < 

(r — || x - Xq || )/2, 则为 

^(^。，幻的内点#:*:的任意性知 S ( Xo ， r ) 中的每个点都是内点，从 


，令 
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而 * SCro ， r) 为开集 _ 

再证* S ( J ： o ， r ) 为凸集 • 因为 V x :，: r : z e * S ( Xo ， r ) ，有 

II X \— x 0 || O ， || x z — a：o II < Zr f 

(1 — t ^ x 2 f f 

II Zo^Xo II = II ( l — t ) Xo 2 || 

II 亡(工1 ~ Xo ) + (1 — t ) { x z — Xo ) II 

|| Xi — Xq II +( 1 — () II JT 2 — X 0 || 

^ tr ~ {- (1 — t)r = r ， 

Zo^S(xojr)* 


令 


则 




故 


所以， V X X tJOz ^ Sixotr ) 


【工1 + (1— Oxz ^ Sixo ^ r ) »0^^1, 


从而 SCr。，) 为凸集. 

综上知， •SU () ，r) 为凸 开集. 

例2 证明： 賦范线性空间X中任一凸集 Z 的内部是凸开 


证同例1,先证#是开集.因为 A ° 是由 A 的全体内点构成的 
集合，故若，=0，则是开集；若 Z °#0, 则 V 必存在 

5( x 0 » r ) ，使得 * S (: ro ， r ) Cl (4. 而《50。，广)为开集，则 《 S ( x ， r ) 中每 一 点 

均为 A 的内点，从而 * SOc , r ) CA °, 即: c 是，的内点，故由 : r 的任意 
性知，为开集. 

再证是凸集.若则必为凸集;若，參 

e 4°,因为 a ， x 2 是 a 。 的内点，所以存在开球 

5(工 2 ，厂）01。，当||/11| o 时，： n + zie ^ A + Ae 儿由 a 为凸集 

知，若令 a ^^ r ^ + CL — i ) x 2 , 则 

工0+办 = 龙(工1+办）+ (1 _ 尤）（工2+厶） €九， 

故 < SO e , r ) C ； A , 即2。是 A 的内点，因此从而#为凸集. 

综上知，为凸开集. 

例 3 证明： 


J0\ ，工2 


^4= { x 6 C [0 t l ] | j ：= x ( f )^0, V [0, l ]} 
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是连续函数空间 C [0,1] 中的闭凸集. 

证先证 A 是凸集 .V :&),7(0 64，托[0,1]，由文(00, 

j ( O >0, 且 x (0,3^) 在[0，1]上连续，得 

_ 

Ax (/) + (1 — A )^ y (^)^0, 

且 Ao : ⑴ + (1 — A)：y ⑴在 [ 0 , 1 ] 上连续，所以; U ⑴ + ( l -； l ) 3^)e 

故 A 是凸集 • 

再证 A 是闭集.若 x a ⑴6^4,且: r „ ⑴— z ⑴，令 || x ( f ) || = 
\joit) | »由于: c „(£) 按范数收敛于 o :( i ) 等价于在[0，1] 上 


max 

0«1 


一致收敛于1(/)，而一致收敛的连续函数的极限是连续函数 • 又由 
极限的保号性知 x ( f ) ec [0, l ] 且 X ⑴ >0,即 X ⑴即 

^为闭集 • 


综上知，乂是连续函数空间0>，6]上的闭凸集. 

例4 证明： 賦范线性空间 X 的子集 A 有界的充要条件是:存 
在一个正数 C ， 使得对于每个: re 儿有 IU II < C . 

(在度量空间 （ X ， p ) 中，非空集合 A 的直径 S ( A ) = 
3叩/9(1,3；),若$04)<00，则称4为有界集 .） 




设>1有界，则 

S(A)= sup p(x^y)= sup || x—y || =^<C°° 




y€：A 


取一固定的儿令 c =6+ || z 。 II ，则 V xeA /， 有 

II 工 II = II JO — X^+Xo II <C II JO — Xo II + II x 0 || + II x 0 || = 

I 

反之，若 v xez ， 有 IUII < c ， 则对于所有工有 

-V II < IU II + II 3^ II <2 C , 


c 


X 


所以& G 4)<2 c . 即 A 为有界集. 

■ 

设 l </>< g < oo , 证明： 

i l ai p cz [ g c : c ( zr , 

而且以上的包含关系都是严格的_ 


有 

1 


首先，设1<声<9<°°，对于工 = ， 
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+oo .因此 ，u mx „=o , 从而(这里 C 是 r 的子集，是收敛数列 

fl—►oo 

全体).又存在是 GN， 使得当《>是时，有 k„|<l， 从而 |x„h< 

得出 


n 


«= 1 « = 1 « = A + 1 

即: re/% 于是 re/ 9 , 而 / 9 ccc:r 是显然的，从而，当 i</)< 9 < 

时，有 


im q cc[i 

下证严格性.对于〆>1，有 


ei p . 


1 ? TT ，-7 T ， 


_ ■ ft 


但是 I ?/ 1 ，所以 

同样 ， x = { 1 / n "，} 6严 V ' 所以 l p ^ l q 


又工 =? 1 } ecv% 所以 i q ^c 


w+i 


而文={( — DWe / AC ， 所以 C^l 


Z 1 匚 K 匚 PCCCZZ 


综上知， 

而且包含关系是严格的 

例6设 l</><g<oo, 证明： 

C[_a ,6]C=L TO [a ,b]^L q [_a ， 6]CZ/[a ,b]<^L[_a,b ] ， 

且包含关系是严格的 • 

证由定义，有 


C [ a ^]^ L °°[ a ,6] ^ L q la , b ] 


设 ieP|>，6]， 记 


£ = UUG [a ， 6] ， \x(0 |<1 }， 


f 




|x(《）| p cU =J^|x(f) I p dt-\- 

< w (£) + f 

<w(£)+f |xa)i 9 d^<oo 


则 


1>， A ]\£ 


\xiO I Mr 
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从而： c € Z /|>，6], 即 L q la , b ^ CZL P la , b ^. 这里同时也证明了 

L p la , b]CZLla , b ]. 

若取： r (0=( i — a ) — 1 〃，则显然有 
类似地，取 A 0) = 0— a ) _1 "， 则 

x ^ L {. a , b ]\^ P U ， b ]. 

L q \_a ，厶 ] gZ/[a ， 6]gJL[a ，厶 ]. 


X 


从而 


综上知 

C[a ^] CZL °° [ a ，6] CL 々|>，6] CZ/[a WdO ，办]， 

而且包含关系是严格的 

例7设（义， 


)是賦范线性空间，证 


II 。与⑶， |1 


% 


明 


= max( || ^1 II i> II x z || 2 )， 

是乘积空间上的范数 • 

证因为 


(Xx 9 X 2 ) 




X 


X 


I =0㈡ II 工 1 || 1= II 工 2 II 2 = 0㈡ x=(0,0)=^ 

(« yi ， j 2) ， 

(II ii+jyi || 1 ， II x t +yz II z ) 

<max( || xx || i+ || 

<max( || X! || !» || x t || 2 ) + max( || 力 


X 


x — (工 1 ^Xz ) ， 


设 




: y 


则 II II 


max 




工 2 II 2+ II «V2 II 2) 


1 ， 


II yz II2) 


1 ， 






JC 


满足范数的条件，是 x 1 xx 2 上的范数. 

设 /> w 〉 i ， 且 i //>+ l / g + iA *= i ， 又 

") e /、 

(Cl ， （ 2 ，…，? ” ，…） G 厂， 

2 1 1 < 11 ^ lui ^ lull ^ 11 

(=1 


: 


(7 i ，72, …， 7»，…）乏"， 


=(汔1，令2,…，汔 




y 


X 




z 


证明 


证因为 


+ r)/r 


}G /( 9+r)/r ， {IM W(9+r> }6/ (9 


gr/C^+r) 


{\vA 
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而 ^:+ ~^ r r =1，所以 {1 7 心 I W(,+r> ) ei\K 

SI 沾 

v 

t 

<(2iv.i w ( ㈣ . (9+r)/r ) r/<,+r> (2k 


gr/Cfl+r) 


g /(?+ r ) 


gr/(q+r) * Cfl + r)/^ 


|| 9 || 之 || r ) w _ 


: V 


又由冬+¥=1，类似可得 


p 




2i^,i<(Si^k) (Sim w(,+r> ) 

1 = II ‘ IIJ dUI “ 

)9 记 C 。 是收敛于零的数列全体 ，对 ： ctOri 

II ，证明 : c 。 是 r ° 的闭线性子空间 

n 

证由收敛数列的有界性知， CoC /°°, V 1 ， 3 ； 6 (：。，有 lim 


Cfl+r)/flr 


m 


> 


^x t ， 




n 9 


GC 。， 规定 II 


= sup II X 


X 


n 


X 


n 


lim % = 0, 故对任何数 a ，#， 必有 li m O ： r „ + 办 J =0, 从而 

+办《，… 


ax +^ y = ( ax l -\ -择 y ” ax z + /3 y z ， 




• * • 


0 ， 


n 


故 c 。 是广的线性子空间. 

再证 c 。 是闭空间.设 


a > 


= Or?)，d 


(*) 


(*> 


，…） GC 

，…） er ， 


X 


，工 


0， 


n 


(0) — 


( 0 ) „( 0 ) 


( 0 ) 


X 


,x 


n 


e 


tk ) 


CO ) 


a ) 


且 


CO) 


< 7 , 


=sup |X 


X — X 


— X 


n 


ff 


n 


则 V e >03 A ^ GN ， 当是 >7^ 时，有 

ll < l^i + l ^ 


€ 


( 0 ) 


U > 


固定々，则由 ： r u > ec 。 知， limxt = 0, 从而可取到 WeN , 使得当 n> 

If—oo 

iV 时，有 Ui A ) |< l _ 于是，当 n >7 V 时， 


(0) 


X 


— X 


n 


n 


e 


€ 


e 


kn<UI+f<i+i = 


e 
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知： r (<)> ec 。, 从而 c 。 是 r 的闭子空间. 

例10设 x 与 y 都是陚范线性空间，了： x-y 是一个映射， 
证明下列命题 等价： 

(1) 对 X 中任 一 点列 {x „} , 当 X^—X 。 时 ; 

(2) T 在处 连续； 

(3) 对于7^。的任一 e 邻域£/(7^:。4)，存在 x 。 的&邻域 

C 7 Cx 0 ，幻，使得 7 T / (工 0 ，各) Ct / CT 工0， £) ，且 

TU(,x^d)^{Tx\xeU(xo^)}. 

| 

证（1)->(2).用反证 法证. 设 (1) 成立，而 (2) 不成立，即存 
在£。>0,使得对每一个1/«,均有:满足 |1 x „-^ 0 II <1/«，但 
|| Tx n - Tx , || >€ 0 . 与 （1) 矛盾 • 故 (2) 必成立 • 

(2) (3). 因为 （2) 成立，故 V e >0,3 5>0,使得当 

-工 0 ||〈沒时 ，有 11 Tx~Txo II <£. 因此 ，V C /(： c 0 ， e ) 都存在 
t /( x 。， 幻，当 V xGt / Oc 。， 幻时，有7^€(/(7^。，0,即 


x 


TUix 0 ,d) = {Tx\xeU(x 0 ,d)}C ： U(Txo,£)^ 

GX ， 则对 (3) 中的^存在 


(3) X 1). 对任有 

WeN ， 使得对 n > iV ， 有 II II <占， 即: *：„€(70*:。，谷).故此时 

7^ et /( Tx 0 ， e )， 即 || Tx n - Tx 0 II < e - 从而 V e >0,3 〜 eN ， 当 


Xo 


X 


>贿，有 


n 


Tx n — 了工。 II 〈 e 


Tx n ^Tx 0 (n-^oo ) 


第五节稠密性与可分性 


主要内容 

1.定义1设 x 是度量空间,五和尸是 x 中的点集，如果 f 中 
任一点的任一邻域中都含有丑中的点，则称五在尸中稠密. 

以下命题 等价： 

(1)£:在尸中稠密； 


(2)£3 F ； 
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(3)v xeF, 存在 £ 中的点列使得心 

定理1设 X 是度量空间, j ， B ， C 是 X 中的点集，若 C 在 J 5 
中稠密， B 在/ 中稠密，则 C 在/ I 中稠密. 

3. 多项式全体所构成的线性空间 P ，可以看做度量空间 

的子集，尸在 C [ a ，6] 中是稠密的. 

4 •设 l </>< oo ， B [ a ,6] 是|>,6]上的有界可测函数全体，则 

石|>,^]在1/[>，6]中稠密. 

S . 定义2设 X 是度量空间，若 X 中有一个点集存在有限 
集或可列集在 A 中稠密，则称 Z 是可分点集（或可析点 


in 




集） 


若度量空间 x 有一个可列的稠密子集，则称 x 为可分空间 


(或可析空间) 


定义3设 X 为度量空间， A 是 X 的子集，若 A 不在 X 的任 
何一个非空的开球中稠密，则称 a 为疏朗集(或称为无处稠密集 ）• 

7.定义 4 设度量空间 X 中的点集3能表示成至多可列个疏 
朗集的并，则称 A 为 X 中的第一纲的集, X 中不是第一纲的集称 

为第二纲的集 • 




疑难解析 


1. 为什么要研究稠密性概念？ 

答由主要内容知，若点集 A 在点集£：中稠密，则 V 工€£：，必 

有 A 中的点列 U „}， 当 n — oo 时， 

MX 中的点集九 B ， C , 若5在4中稠密， C 在 B 中稠密，则 C 在 v 4 

中稠密 • 


同时，稠密还有传递性，即 


根据以上概念，当需要考察点集五是否具有某种性质时，可以 
转而考察它的稠密子集，然后利用极限过程推出关于集合 £ 的相 

应结论，使问题的研究简化_ 

2. 可分空间与稠密集有何关系？ 

答由可分空间定义知，在可分空间 X 中一定有稠密的可列 
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集- 这时，必有 X 中的有限个或可列个点在 X 中稠密. 

当研究可分空间中的某些问题时，为了简便，可以从空间中选 
出一个最适合研究该问题的可列的稠密集，先在该稠密集上进行 
讨论，然后利用稠密性将结论推广到整个空间上去. 

由此可知，稠密性与可分性是研究度量空间的两个重要性质. 


方法、技巧与典型例题分析 


要求理解稠密性与可分性概念，并能判定集合是否稠密、是否 


可分 


例1设 E 和 F 是度量空间中的点集，证明下列命题等价 

(1) £在卩中 稠密； 

(2) ElDF ； 


(3 )V : ^ Gi ^有£： 中点列 使心 
证 （ i )=>(2). 设£在 f 中稠密，则 v : ceF ， 若 xe 五，必有工 

eE ; 若五，则 v 尺(工），<^(：1：)\{工}川五=〜(工）门五关0，即得 

zeEd 所以 fce . 


(2)=>(3).若尸 ClE , 则 V xGF ， 有或:当 

;当1€£/时，由聚点定义，必 


1，2,…，即有 


时，取 

存在{工》 } ，使得 x „-* x , 

(3) =^(1)-若 V 工€厂，3 使得 

V N ( jt )，3 N ，使得 w 〉 n 0 时，：工）.于是^^(工）门五矣0， 




于是， 


从而五在 F 中稠密. 

例2设 X 是度量空间， £ C = X , 证明以下命题 等价： 

(1) 五在 X 中无处稠密； 

(2) E 在 X 中无处稠密； 

(3) 对于 X 中任一非空开球 U ， 存在非空开球 FCU ， 使得 vn 


E =0 


证由定义可知 （1) 与 (2) 等价 
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(1) X 3). 若 E 在 X 中无处稠密，即(£)°=0,则对任何开球 
U , U \£^ 0 . 由于 t /\ E 是开集，所以存在开集 VCItAS . 

(3)=>(1).若 ( E )° 垆取 C /=( E )°， 则对于任何开球 VCC /， 
VCIE ， 由 五在 X 中稠密等价于对 X 中的任一非空开集 C 7, 

£ f | t / 爹0，推出矛盾，从而£:在 X 中无处稠密. 

例3 记尸为 多项式全体所成的线性空间，把它看做度量空间 

C [ a ，6] 的子集，证明 :尸在 C |>,6] 上是稠密的. 

证由数学分析中的维尔斯特拉斯定理知，对 0,6] 上的任何 

一个连续函数/，必存在一列多项式 h 在 [ a ，6] 上一致收敛于/，即 

■ 

Pn 按(：[>，6]中的度量收敛于/.由稠密的等价命题知，尸在 C [>,6] 
中稠密. 


例4设1</><的，记 S |>,6] 是[心6]上有界可测函数全体， 

证明: 5|>,幻在 z /0,6] 上 稠密. 

证对于 / ei /|>，6]， 作函数列 


/( 工）， ]/(x) \^n 9 

1/( 工） |> w ， 


/«( x ) = 


0, 


则人是有界可测函数，且有 

|/„(^:)— /(x) \ p dx= 

Ja 

而 l / Keu [ a ,6]， 则由积分的全连续性 ， v e > o ,3 衣>0,使得当 

CZ [ a ，6] 且 ; n ( e)<U 时，有 


|/Cr) \ p dx 


\f\>n 


|/(x) \ p djo<Ze p 


t/(x) |/(x) \ p dxf 


((|/|>n))< 

有 iVeN ， 使得当时, m ((|/|>«))<》， 从而 

即/„— /. 依稠密的等价命题知，在中稠密. 

例5设1</><00,视 C [ a 4] 为 Z /[ a ，6] 的子空间，证明 


由 


(!/!>«) 


l/p 


|/(: r ) \ p dx \ < e , 


([/ On ) 
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(^>，6]在//[〜6]中稠密. 

证可以利用稠密的传递性(见主要内容 2) 来证.由例4知， 

在中稠密，故只需证 C [>,6] 在机 a ， 幻中稠密即可 • 

V 设 |/( x )|< Af ， 由实变函数中的鲁 

金定理知，任取£>0,令 &=( e /2 M )% 则存在客 eC |>，6]， 使得 

设 | 尽 ( x ) | ，记£：= (/尹贫），则 

|/( 工）一 g(x) |Mx—f {fix') _ gC-x) \ p dx^(2M) p m(E)<C ^♦ 

即 II f-g II ,< e , 所以 C [ a ,6] 在 BO , 幻中按 Z /[>，6] 的度量是稠 

■ 

密的 • 若 lg ( x ) |> M ， 只需将 g 换成 max ( min ( g ( x )， A /)，一 Af ) 即 


可. 


设 C 2 , 是在 [0,2k] 上连续且满足 /(0)=/(2k) 的函数/ 
的全体，证明 在// [0,2 w ] (1</»< oo ) 中稠密. 

证由例 5 知, C[0,2n] 在 Z/[0,2ir] 中稠密，故只需证 

C[0,2?r] 在 I/[0,2ir] 上稠密即可 • 

设: reC [0,2 n]，V e >0, 取 A /= max | x ( r ) | ，沒 =( e /2 Af )% 作 

工 1 6C21C 如下： 


6 




ttlA 


fx ⑴， 丌 _ 汐， 

X\ (f) — ^: r (0) ， 2^( » 

L 线性， 27 c -5< f <2> t , 

⑴一工 1(0 1 户 山 


Up 


(1： 


II 工一 工1 II 


则 


P 


Up 


(1 


\xiO — Xxit ') \ p dt ^ 

— e . 

例 7 设 / 是点集 A 上的连续映射， B 为 A 的稠密子集，证明: 
/( B ) 在 / C 4) 中 稠密. 

证因为广 HTT ^ T )〕 广、/(万））〕 5 ,又由/的连续性知 

是闭集，所以 


2*—d 
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又 B 为 A 的稠密子集，由稠密的等价命题(见主要内容 1) 知, 

B 二 M ，所以 7^ T 3/( B ：0/( A ) ,从而 /( B ) 在 /( A ) 中稠密. 

例8 证明： 实直线 R 与复平面(：是可分的. 

证因为有理数集 Q 是实直线 R 的可数子集，且在 R 中稠密 • 

依定义实直线 R 是可分的. 

因为，若取实部与虚部都是有理数的复数作为 C 的子集，则是 
可数的稠密子集，故依定义复平面 C 是可分的 • 

例9证明是可分空间. 


证取以有理数为系数的多项式全体作集/^，则尸：为可列 
而对任何多项式/»及任意 e >0, 存在有理系数多项式外，满足 

| *(x)—/>i(x) I<Ce, 




① 


II P-P 

_ 

则由例 3 知， P 在 CQz , 幻中稠密;式①又给出仏在户中稠密.则依 
稠密的传递性(见主要内容 2) 知， A 在<：0,6]中稠密，从而匸|>，6] 
是可分空间- 


= max 


10 证明， （1</>< W ) 是可分空间 
设"是实的.取 M 是形如： y =(: vi ，： y 2 
有实数列所成的集 • n 是任意正整数， y 是有理数，则 M 是可列的 




0,0,…）的所 


，： y «， 


= ( A ) e / 户，有 XI U ， K < cxd . 故 Ve >0,3 nGN , 使得 

ft 

由有理数的稠密性,可取得％，使得 S 

(=1 




Xi—yi 


m 


< 




2 


令 : y = Qyi ， h ，…，: y « ， o ，…， o ) ，则 : y 6 Af ， 且 


i / 夕 


II ^0 — y II >> = ( S S hi》) 

t—1 I’ 货 《+l 


H#T 


〈忘. 


< 


M 在 P 中稠密，依定义知，是可分空间 
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例 11 证明：度量空间 X 是可分的存在一个可数子集 

y,V e >0 和: cex ，3 : yev ， 使得 〆 x ，： y )< e . 

证充分性设 1" 是 X 的可数子集，又 〆 : r ，： y )< e , 则或 
是 y 聚点，故 X是可分的. 

必要性若 x 是可分的,则必有 x 的可数稠密子集 y •由稠密 

性知，对: r€X, 3 jey， 对 e>0, 有〆 J，：y)<e. 

例12证明 : Z/[a,6] 是可分空间. 

证以心记有理系数多项式的全体，则由例9知 ，V 

■ 

C [ a，6] 与V e〉0,3 />6尸1，使得 


\f{jo) — / >(x) \ p <^e p / (b — a) 


max 




则按的范数，有 

|| f- p || ,= f 6 |/Or)-/»(：c)|Mx<cV(6—«) • ( b—aX 


即 II f-p II <e， 说明 A 在 CO,6] 中稠密.又例中证明了 C|>，6] 在 

中稠密，从而在中稠密，由于厂是可列集，故 
I / O,6] 是可分空间. 

例13证 明：可 分的度量空间的势不超过的 • 

证 若X为有限集，则结论自然成立，否则，设 Z 为X的可列 

子集，有:?=兄考察形式元 •.全 体,其中各 xfA ， 记集合为 

贝妗 . 

. 记 A = { 


，使得 


limx ” 存在 }• y jceX,Jk 


a x 


i x z 


l x 2 


Umxn = x •对 女 


Yixay n = y ^ 

rt—co 

关七 m..., 说明 x 对等于 & 的子集，故^5<於* 

定 k 在 0,6] 上的有界函数全体记为6]，它是一 

个度童空间，证明：是不可分的 • 

记4为在 cel>，6] 值为1在 [«，6]\{c} 值为零的函数全 

体，则 z 是不可数的；且 a 中任何两个函数的距离均为1，即知 


limj ： fl =j：i 


则有 


X 1 X 2 


证 
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Sl >,6] 不存在稠密的可列子集，所以 B [ a ,6] 是不可分的. 

例 is 证明: r 是不可分的. 

证取 r * 中项值^=0或 ： c „= i 的点的全体为集合 Z ， 则 ZC 

1°° • Z 的每 一 3；= {^:”丨的二进制表示形式为专+穿+穿+…，所以 Z 

与二进小数全体所成集对等，是不可列的. 

如例14,2中任何两个不同点间的距离均等于 1. 于是，以每个 
为中心，以1/3为半径作小球，则这些小球有不可数个，且互不 
相交.若 M 是广任意稠密集，则这些不相交的球的每一个必含 M 

的一个元素，从而 M 是不可 数的. 由此得出， 广的任 意稠密子集都 

是不可数的，因此广是不可分的. 

设(^[0,00)是[0,00)上有界连续函数全体按范数 

= supk “）| 所成的陚范线性空间，证明： C [0, oo ) 不是可分 

t 


y 


16 


的. 


证只需证 C [0 ，00)的任何子列 { x {Hi } } 都是不可列的 • 
设 U } 为自然数列的任一子列，作工 W > ec [0, oo ) 如下 

X = n k + \/Zy 


工 G U (rtjfc，W* +1 ) ， 


0X0, 


{n k } 


6 (njt ,n* + l/2) U (n* + l/2，l) ， 

I 

则知集合是不可列的，且 U *} 关 UU 时， 〆 工 w >， a ” v )==1 ， 
故依定义 C [0, oo ) 是不可 分的. 

度童空间 ( X ，/0) 中的集称为 e - 链，是指 V : c ，： ye * S ， 当 

时，必有证明:叉为不可分的某个 e >0, 存 

在不可列的 e - 

证必要性若 V e >0 均不存在可列的 e - 链，则至多存在有 

限个点，使得两点之间的距离大于£，而其它点与这些点之一的距 
离小于 e , 这有限个点就构成 e - 网. 这样， X 是完全有界的，所以是 


线性， 


17 


■ 


可分的 


充分性若可列个点在 X 中稠密，而 uue ⑷是 不可列 
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e - 链 . 作以 a 为心， e/3 为半径的球，则这样的球有不可列个，且每 

个球至少含一个 :V* ，从而必有某个球同含于两个球.设此两球中心 
分别为则 


XpCr ； i ， y*) +p( ： y* ， xa ，） <2e/3- 

_ 

显然导出矛盾 . 从而知此时 x 必不可分 . 

例 18 度量空间中的单点集是否一定是疏朗集？ 

答仅含一点的度童空间或离散的度量空间中，单点集均非 


疏朗集 


19 希尔伯特立方体 

=(?1 ，芒 2,… ，芒 ” ， … ） | 芒《 1< 丄， ” = 1 ， 2, 


1 ， 


A = 


• _ « 


证明 M 作为户的子集，既是闭的，又是疏朗集 • 

证先证 A 是闭集 . 设心 6 不则必存在一列 U*}C=i4 , 有 


户 ( 工 * ，工 0 )— 0 * 设 


々=(«*)，玢>，•••，#， 


), 是= 0，1，2,…， 


» • « 


1/2 


(2 id 叩 ) 

«=1 


0 (是一 ► CO )， 


有 


则对每个固定的 n ， 有 




从而工。= ( 朽。 〉 ，朽 G ) ，…，，…） ex ， 所以 a 是/ 2 中的闭集. 

再证 a 是疏朗集.因为4是闭集，故只需证 a 中不包含户中的 

任何开集.用反证法，设有工。=($1，匕，"_，乞，”，）6/ 2 ，对沒>0有 

^(工。，幻匚4,又对^€网，满足^>1/沢即 ^>1/ A 0, 取 

(夺1，芒2,… ，安 N -1 ^ +沒/2，心+1，…）， 

显然有 于是’|& | ^\/N j 

|^+"2|<1/“,从而 

$/ 2 = | (&+ 及 /2)— | ^ I&+ 及 /2 1 + I^at 1^2/iV. 

由 AA 的任意性知4=0,从而导出 矛盾. 所以是/ 2 中的疏朗集. 




工 1 
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第六节完备性 


主要内容 


1.定义1设 X 是度量空间，是 X 中的点列.如果 
0,3 iV ( e ) eN ， 使得当 《， m > W 时, 〆 ％，〜)<>，则称是 X 中 
的基本点列或柯西点列. 

(1) 度量空间 X 中的收敛点列必是基本点列. 

(2) 设是度量空间 X 的基本点列，若的子点列^}收 

敛于 X 中点则也收敛于工。. 

(3) 存在这样的度童空间，其中有不收敛的基本点列. 

定义2若度量空间 X 中的每一个基本点列都收敛于 X 中 

的点，则称 X 是完备的度置空间，简称为完备空间. 

完备的賦范线性空间称为 巴拿赫 空间. 

定理1设 x 是完备的度量空间， ycx ， 则7为完备度量 

子空间的充要条件是 y 是 x 中的闭集. 

定理2设 X 是完备的度量空间，又设 

* 

t ) 为 X 中的一套 闭球: &二 >&=) …二^ „二>…，如果球的半径1—0, 

则必有惟一的 n Sn * 

#i=l 

5. 定理 3( 贝尔 ( Bake ) 定理）完备度量空间必是第二纲的集. 

6. 定义3设 X 是度量空间，若有完备的度量空间：^，使 X 等 
距同构(见第 _ 节疑难解析^于：^的稠密子空间，则称是 X 的 

完备化空间中的点称为 X 的“理想点”). 

7. 定理 4 任一度量空间必存在完备化空间 • 

定理 S 设又, X '是度量空间 X 的两个完备化空间，则必有 

又 到 f 的等距同构映射，使得对一切因此，度量 

_ 

空间的完备化空间在等距同构意义下是惟 一的. 






■ 


2 
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疑难解析 


1证明空间 X的完备性有哪些步骤？ 

答通常有以下 两步： 

(1) 任取 X 中的一个基本点列并将条件 
在X中具体化，由此构造出“极限’’X; 

(2) 证明 xex , 且 || 工„—又 || — o _ 

关键是极限: c 的构造，并证明: cex . 也可以利用主要内容3, 
在已知包含 y 的空间 x 是完备的条件下，证明 y 是 x 中的闭集. 

2. 度量空间的完备化有何意义？ 

答一般的度量空间如果是不完备的，应用起来就有困难，例 
如，在不完备的空间里，方程可能 无解. 完备性保证了基本点列必 
然收敛.度量空间的完备化是整个数学分析学的一个重要而基本 
的思想方法，由有理数的柯西序列构造实数是从不完备的度量空 

间扩张为完备空间的典型方法，即把柯西序列作为新的点增加到 
原有的空间中去，得到新的完备的度量空间.这有利于研究、解决 


<e 


X H — X 


问题 


方法、技巧与典型例题分析 


要求理解度量空间完备性概念，掌握完备性的证明方法 • 

若是度量空间 X的柯西点列，且存在一收敛的子序 

列 Xn k ~^X G X，证明: Xu 

证由题设知 ，V e〉0,3 iV6N， 当”， m〉W 时，有 

< e /2, 当 A 充分大时，有《*>#，且 〆 工，工 )< e /2. 所以，当 


(n 


时，有 


，工）<£， 


p(x n jX)<ipiXn ，工 +〆 


故 


设{%}与{%}是度量空间 X的两个柯西点列，证明 


•，: y«) 收敛 
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证因为 UJ 与均为柯西点列，故 V £>0,3 WGN， 当 

，n> 麟， 


p ( x m jX n )< CB /2^ p ( y m ^ y n )< ie /2* 

户（工 《， x m )+ 户 ， j ) -\- p ( yjyn ) j 

pC 工 m ^ ym ) ，工 《 ) + p 、 工 n ，_y 淋） + p、ym ，}”）* 


又 


综上即得 


\pix n yyn)—p{x m ^x n ) I</?(A ， x OT )+W ： ym ，： y J< ) 〈 e. 

从而〜= 〆：^，：^)是 X 上的柯西点列.因为 X完备，所以 

〆&，％)收敛. 


设内与 外均为 X 上的度量，且存在〜6>0,使得 


y x 9 y ex,m 


ap 1 ix , y )^ i pz ( x 9 y )^ bpi ( x 9 y ). 

证明 ：（x, ft ) 与 Of， 朽）中有同样的柯西点列. 

证设是(又,巧）的柯西点列，则对给定的 e>0,3 A ^ eN , 

当 ” ， m>iV 时， /0l0c m ， X„)<e/6. 所以， p Z (J ： m ， a ： ”X6pl ( 工 m ，工 n) 〈€• 

故 {&} 也是 ( X, 内）的柯西点列 • 

又设{%}是(义，朽）的柯西点列，则对任意 e>o,3 #eN， 当 


，w〉7V 时，内 （>u，3^)<ae. 所以 ，户 i(：Vm，：y**X 二 ft(：y«，：y«)<e. 故 


P 也是(又，巧）中的柯西点列. 

下面的例子证明一些序列空间的完备性，请读者注意证明的 
步骤、方法与技巧. 


证明: R” 空间是完备的 


旧 E 


取: r( A> = { : r?〉，xf， …，# M，* = 1，2，“SIT 中的基本点 


列，则由 


1/2 


I 

i= I 


(/> 12 


Xi ky —JCi n II a : 


(A) 


(/) 


，/ = 1，2 , …， w 


易知，对 — 1，2, …，； i，U (4> } 是基本 列. 利用实数的柯西准则知，存 
在实数二，使得 
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lim x t * A) = Xi , 


£ = 1 ， 2,…， n 


而点 


( xi , x 2 > 


) GR % 


X 




fX 


n 


n 


1/2 


xii =(2ix? 

<=i 


X,j 2 ) 


CA ) 


(A) 


且 


a (k 


) 


X 




即点列 U u> } 在 R” 中收敛，且收敛于 

证明 ：空间 r° 是完备的. 

证取 u«} 是 r° 中的基本点列 ，心 =OrP，d”V")，r^WS 


X 


p (^ c ^ y ) =sup |々一y I ， 

■ 

{ yi }^：^ 


其中 


U}er ， 

V e>0,3 iV>0, 当 m,M>A^ 时，有 

pix m 9 Xn ) = sup\xl 




X — 


y 


㈤ — 工严 l< e 


对于每个固定的 6 当 m，n># 时，有 


① 


- x^\<e 


Cm ) 


Xi 


，当 


所以，序列（:…）是 C 中的基本点列，是收敛的. 


GC， 由此得 1=0^，々，•••) 


时，义 


Iff) 


-► 工 , 


—►oo 


则当 m>iV 时， UP — 心丨<£.因为 


在式①中，令 

故存在实数I，对所有的I ，满足>1<匕，从而 


X 


对每个 I 有 


i I ^ I OCi — xj m) I + I x ( - m) I ^s +^ m ， 


BPU,} 是有界数列， x={x,}er °. 又由 


Xi my ~ Xi \^ e 9 


(») 


— Xi\^e 


有 


/0(x w ，x)=sup 

i 

>时，工 —《 r . 所以 r ° 是完备的度量空间 • 

证明 ：空间 C 是完备的，其中 C 是所有收敛复数列 

(二)所成的集，其度量 P 由空间广导出 • 

因为 r* 是完备的， C 是广的 子空间，所以只需证明(：是闭 

，即可由主要内容3确定 c 是完备的. 


Xi 


故当 


x = 


m 
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任 取尤 = {&} 6 C ， 则知存在 ：!：„= { x - n) } 6 C ， 使得 JC 

V £>0,3 iV >0, 当 n ># 时，对所有 i , 有 

I x^—Xi I ^pCx n ， x)<e/3- 

w 时，对所有〗，式②也成立.因为 

( xr ，以〉， …） ec 是收敛序列，所以存在一个 m ,当 “ k > N ' 
时，有 


故 


— ►: C 


② 


特别是当 


n 




CN) 


(N) 


l < e /3, 


于是，当〗 ，々> i ^ 时， 

\^i 一 X k \ Xi — Xi N) I + | x * 


CJV > 


(AO 


(AO 


— Xk 〈e 


成立，即序列工 ={々} 是收敛的，工 GC . 因为 xGC 是任意的，所以 C 

在 r 是闭的 • 

例7证明 ：空间 "是完备的，其中是固定的，且 
证设是 r 中的柯西点列， Ve >0,3 JV >0, 

当 m ， OiV 时，有 


up 


pix m ^ Xn ) — { 2 

i=\ 

对于每个纟=1，2,…，当 m ， w 〉 iV 时，有 


③ 


(”）■户 


<e 


④ 


u — )-工严1<在 


对于固定的〖，由式④知，（¥”，/>，…）是柯西点列.因为 R 和 C 都 
是完备的，所以此点列收敛，即当 


时， i 严— ％.由此，定义 


— ^oo 


mi 


= ( A ，: r 2 ，•••）• 


x 


下面证明 xer ， 且 X *— JC . 

由式③知，当 w 时，有 


S \ x<i 


是=1，2,- 


令 W — oo ，则当时，有 


21 

J ~ 1 


Cm ) 


_ 工,.1沪< £ 夕，灸 = 1 ，2， 


參■參 


Xi 


再令 A — 00 ,则当时，有 


50 


2 \^i 




⑤ 


从而知因为则由闵可夫斯基不等式，有 
+ 0— jOG /% 且由式⑤得 〆 : r m ，: rXe ， 即 x m -^x Cm^oo 

l p 是完备的. 


) ，从而 


设 Mc = r ° 是由至多含有限个非零项的序列全体组成的 
子空间，在 M 中求一不收敛的柯西序列，并由此证明： A / 是不完备 


证 令工 k = (1 ， 1/2,…，1/”，0,0，“.） ， 则点列 { x „} 因为 

p ( x m 9 x n ) = l / (ot + 1) ( m < n )» 

所以 {&} 是 M 中的柯西点列.但 


e/°°, 




从而 M 是不完备的 


在 R =(_ oo ， co ) 上定义度量 


EE 


pix f y ) = | arctanx — arctanyl ，工，: y 6 R ， 


证明 ：空间 R 是不完备的. 

证 取^ = > 1 ，则点列 {: r „} 没有 极限. 

对于任意正整数 w 及 w > m > cote ， 有 


〈arctan —— < e ， 


/>( m »«)= arctann — arctanm=arctan 


所以 Ud 是柯西点列 • 因此，由柯西点列 UJ 不收敛知， R 是不完 


备的 


类似地，取点列 Un } = { M ， 可以证明对正整数全体的空间 X ， 

定义度量 〆 》»，>*) == \ \/ m—\/n | ，则 X 是不完备的. 

例10 证明 ：满足 xu )= x (6) 的构成的子空间 yc ： 


C [ a ，6] 是完备的 • 

证 任取 j ： eF , 则 y 中存在序列 u „}， 使得 
-^ joia ) ♦ x JI (6)— 于是 


从而 x” ㈤ 
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0=x»Ca) — x n ib)^xia) — x(b) ， x^ ： Y » 

即 y 是闭的，从而是完备的. . 

例11设* s 是所有复数列(有界或无界)组成的集，定义度量 

oo 

^ )= S 2 * i + k^r 


^ i—yt 


其中 x = { x ;}，： y = {： y *} ，证明 ix n ^ x 的充要条件是，对于所有的 

这里 UP }. 

证必要性设 X ，则 V e >0,3 #>0,当 n >7 V 时，有 


1，2,…，有 - r / 


今: r . 


(n) 




2 f ，（l + e )， 


2 £ 1+|工严一 

从而当 《> iV 时，有 1 於 0 |<e 


充分性V e>0, 由 2] 4 = 1知，存在饥，使得 S 

|= 1 ^ 

又由题设知，对于每个/， 有乂 

存在 M ，当 rC>Ni 时，有 | I ，从而 

1 I x- a) 一 Xj I 1 e/2 ^ ^ 

"?1+卜严-工,|'合歹 l+e/2 T 

取 A ^ maxOV "% ，…, AU , 当时，有 

( ^ 1 I ^ — I 

心^ ) = 士？ i + R ^ 


e 


2 1 人 2 _ 

，故对于满足的每个；， 


in) 


e 


( it ) 


^ 1 Id I , ▽ 


X { — Xi I 


(«) 


2'1 +lxi 


f==m+l 


<|+S 

“ t = m+l 


~r<T - 1 - = £ * 

2 l 2 卞 2 ， 


例 12 利用上例结果证 明：序 列空间 S 是完备的_ 

证设 {☆} 是 *5 中任意柯西点列， a = U 产}，则 V 00与固 
定的63 W 6 N ， 当 m ， n > W 时，有 


oo 


^pj</?(:« ， x rt )< 2 , (1 + e) ， 


2 £ l +| x ; 


52 



所以 U ( m> - W ”) I < 

对于固定的 6 ( W”，xP , …）是柯西点列，且收敛. 令;^ > 

{工^心所以^是完备的. 

例13 设 d ，灼）与 （ X 2 ，内） 是两个度童空间，不父不= 

■ 

{ GruDUeXnxAXz } 上定义 

p( (xi ,x 2 ) » (>>1 »J» 2 ) ) = {C^i (^1 »3^i)]^+ Lp^z ， 3^2)]’} “ 声， 

其中为 正数. 证明 :不父；^ 是完 
备空间的充要条件是 ( Xw 内)与 (尤 2 , 内)均为完备空间 • 

证充分性若的）与 （ x 2 ，内）是完备的，设 
ix ^\ xr ), { x w } 为不 x x 2 中的基本列，则依定义易知， } ， 

un 分别是尤,叉 2 中的基本列，从而分别收敛于于是 


C 


—Xi > 


则由例11 




jX 


(rt) — 


X 


〆 Or { rt ) ，工 严 ） ，（文1 ，工 2)) = [外 Oi "〉 ，文1 y + Pz ^ 2 H} ，工 2 V ] 1 /’—0 ， 


所以， C ^ XX 2 ，/0 是完备空间 • 

必要性若(不※:^，/))是完备的，设{工門是不中的基本点 
列，任取 A e 不,则 { ( x [ b ) , x 2 )} 是 Xi X X 2 中的基本点列，故必收敛 
于：中某点 • 设极限点为 GcpxW 则由 


p((xi n \x 2 ) f(xuX2))^0 (n 
Pi {joi n} yXi)^0 in 


)( 且工 2 = W )， 


可知 


所以是完备空间 • 

类似可证 x 2 也是完备空间 • 

下面的例子讨论一些函数空间的完备性问題，注意与序列空 
间的相同与不同点. 

例14证明：连续函数空间 C [ a ,6] 关于度量 

p(x f y) = msix\x{0 — y{t) \ , x y y^ ： C[ayb] 


< t<b 


是完备的 


证设{心}是(：[>，6]中的柯西点列，则 V e >0,3 weN ， 当 


，” >7 V 时，有 




p(x m9 x n ) = max \x(.0—y(t) |<£， 

a ^ t^b 
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从而对一'切 [ a ，6]，有 


⑴ 一 x„0) <e ， m ， tC>N ， 


x 


从而对固定的 [ a ，6]，{ o : n (£) } 收敛.设:?:„0)— : c (0 (n 
对一切 zei >， o , 有 

| — xix ) 


) ，则 


lim \ x n it ) — x m it ) |^e ( n ^> N ) ， 




所以 { xj 在 [ a ，6] 上一致收敛于 x . 因为在 [ a ，6] 上连续且一 
致收敛于: r («), 故: c ( f ) 在[>，幻上连续，所以: r € C |>,6]. 同时还证 

) ，从而 C |>，6] 是完备的. 


明了 


若在 C [ a ，6] 上定义度量 


Pi (^ r ^) = J | d ’， 

[ JV ( 0 - 3 ； ⑴ |叫' 

则可以证明 （ C [ a ,6]， 朽）与 ( C [ a ，6], 内) 都不是完备的度量空间， 

从而说明完备性是与度量有关的. 

例 1 S 证明: z /[ a ，6] (1</>< oo ) 是完备的空间 • 

证设{人}是中的基本点列，由定义知，存在 n / N ， 使 

■ 

得时，有 || /»— /« II P < l /2 4 - 设”1<”2<>.<«*<...，于是 

II /”*— A+J ,<1/2*， 

s II A - A +1 II 

Jt，i 1 

当/> = 1时，式⑥化为 


戶 2( 工 ，: V) = 


⑥ 


故 


⑦ 


/^( x )—/„ A +1 ( x ) | dx < 

当 p >\ 时，由 iei 9 [ a ，6] (其中1//>十 l/g = l )， 依赫尔德不等式， 


得 


/„ A (x)—/„ A+I (x) |dx< II fn k — fn k ^ II p(b—a) l/q . 

再利用式⑥知，/ >>1 时，式⑦仍成立 • 
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对式⑦应用实变函数中的列维引理，即知 ; S IA ^)- A +1 ^) I 


k=i 


在，幻上几乎处处收敛.因此级数人,[八 +1 (工 ） -A (工)] 

矗=1 

在 [ a ， 6] 上几乎处处收敛，即极限 Utn /\ (« r ) 几乎处处存在，从而存在 

裊 ― oo * 

可测函数/，使得 / Or ) = lim 八 ( x ) 在 [ a ，6] 上几乎处处 成立- 

Jfc-^oo * 

再证由 {/,} 是中的基本点列知 ，V £>0, 
3 NeN ， 当財， I /”-"/」；。 Xt 于上面所选的子序列{/” 4 }， 
取充分大的是 0 , 使得怂 > N ， 则对是有 II fn - A II ,< e . 对 
函辦 fl { 1 /"—/« A K ， 是 = l ，2，.“}； fi ^ 法都定理，得 

|/„(工）一 / Or ) K = Iim |/„ Cx )—/„ t ( x ) \ p L p [_a ^ b ] ^ 

*-►00 

\fnix)—fix) l^dx^limf |/„(jc)—/ njfc (j：) \ p dx^e p . ⑧ 

J a Jt 二 ooJ a 

因为 /„—/G L p [ a ， A ] ，所以 / =/« + C / — /«) G //[ a ，办].又由式⑧ 

知，当 n > AT 时， \\ f n - f \\ P < e . 即点列{八}按的度暈收敛 

.*■ • • 

于/，因此 Z /[ a ,6] 是完备 空间. 

从例15可以看到 :首先 在序列空间需要构造出点列的极 
，而在函数空间需要构造函数列 {/«} 的极限函数/，显然后者 
要困难得多 • 其次，在函数空间中证明极限函数属于函数空间也比 
序列空间中证明极限点属于序列空间要困难得多 • 但是，两种空间 

完备性证明的基本步骤还是一致的. 

例 16 证明: 6] 是完备的. 

证证法与例15完全一致. 

先由基本列找出极限 函数. 设 {/„} 是厂 。 [ a ，6] 的一个基本点 

列，则 V £>0,3 N 6 N ， 当时，恒有 || /”一 /» II <£，从而 
知存在中的一族勒贝格零集{瓦-}，使得 

II || =sup {/„(^) — /m(x) U6 (£1 ， 6)\£ 咖 }. 

记 £= U £™« ，则五 C [ fl ,6] 且为 零集. 当: c €[ a ，6]\£ ，且 


且 


X 


时，有 
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\ f»ix)~f m ix) |^sup{ |/"(x)—/„(o:) l |x6 [a , bJ\E } 

^sup{ \ fnix') — f m {x) I IxG [a, 6]\£«„ } 

^ II /n _ /m II <e， 

从而知，当 xe |>,6]\£ :时， {/„( x )} 是实的基本列，必收敛于某实 

| 

数/( X ).任意规定/在£上的值，即为一个定义在 [ a ，6] 上的函数 


⑨ 


再证 /e 1> ,6] •显然，/是可测函数，在式⑨中令 m — oo ，则 

当时，有 


⑩ 


l /^ Cx )—/( x ) |^e 

在上成立，从而, /,—/ e 厂°|>，6]，即 

f=fn- (/«-/) eL°°[a, 6 ]. 


由式⑩知 


\\ f-f II < sup { \ f n ix )- fCx )\\ xela , 6 ]\E }< e , 

即 f ” 按的度量收敛于 /. 故是完备的. 

例17设(又4)是一个度量空间， 证明： X 是完备度量空间 

㈡ 对 X 中任何一套闭球历二> 执二)…二) 艮 =)•• •，其中 Bi = 


{ x |/ o ( mXei } ，当 心 - H } 时，必有惟一的 xe f \ Bi * 

i«=l 

证充分性设 U*} 是 x 中的基本点列，要证明其是收敛的. 

对取定的 e*=l/2* +i , 必存在《*，使得当时， 〆；，〜)<〜设 

，作球列 

B k — { x \ p { xyx nj )^\/ 2 k } f 是=1，2,…， 


于是，当 ye 历 +1 时，有 

〆 ， ， s X 〆 i ) +〆 

所以凡 +1 C 私，即{执}是一列单调下降的闭球套 • 由題设知，存在 


^)<1/2\ 


x 


rt *+i 


— ：*：，再由 {a } 是基本点列，得 


e ，因此 〆 工'， I ) < 1 / 2 a ，即心 

oo ), 从而确定(又^)是完备的度量空间 


X 


X 


必要性证明见主要内容中的定理2 
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例 18 设 [ a , 6] 上的连续函数序列 {&} 在 [ a ，6] 上一致收敛于 

r ， 证明:: r (0 在 [ a ，6] 上是连续的. 

证因为在 0,6] 上一致收敛于: r ， 所以对于每个£>0,存 
在 iV ( e ) ，使得对所有 f 6 [ a ，6] ，有 \ xiO — x N iO I < e /3. 

因为在 Zo 连续，所以存在衣>0,当 u — 心丨 <3 时，有 
\ xM - xAto )\ < e /3. 从而，对于满足 k - L 丨 <3的一切 f e [>， 


6]，有 


\scQy — jcito) |<1 工(,） 一 XnQ) I 4~ | XwO) — XwOo) I 

+ | jcw(fo) — ocito) I <Ce> 

( O 在任意连续，因此工 Q ) 是 1>，6] 上连续函数 • 

例19设 R 为实数全体， Z 是整数全体，定义度量/ >0 c ，30 = 

证明： Z 是 ( R ， f ) 中的第一纲集，但 ( Z #) 是第二纲的. 

证因为，对 R 中任何点工，单点集 U } 是闭集，其内部是空 
集，所以单点集是疏朗集.而 Z 是可列个单点集的并，因而是 

( R ， W 中的第一纲集. 

在 （ Z ， p ) 中，任一基本点列必为本质上的常点集.因为，对 
( Z ， p ) 中的基本点列 U „}， 若取 e = l / 2 , 则存在 iV ， 当”， m >7 vT 时， 
| jc „ — x m | < C ! l /2. 由 j ：„ G Z 即知 * x ” = j ： jv . 常点列显然是收敛的，从 

而， （ Z 4) 是完备的度量空间.于是 ，（ Z , W 是第二纲的 • 

例20利用完备度量空间必是第二纲的集，证明：康托集是不 


工 —y 


可列的 


证因为康托集是直线上的闭集，所以它是完备的，直线上的 
任何单点集是疏朗的，若康托集尺是可列的，由 K ' y / w 可知， 

K 被表示为可列个疏朗集之并，这与完备空间的第二纲性相矛 


盾，故康托集是不可列的. 

例21设 X 是完备的度量空间， { G „} 是 X 中一列稠密的开集， 


证明： riG „ 也是 x 中的稠密集， 

# 1=1 

证用反证法证_若 nG „ 不是叉中的稠密集，则是非 

|*=1 
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空开集，则必可取得一非空 开球心 使得;因为; j 是完备 

的度量空间，且0 ($\仏），而 e \ g „ 是闭集， 

«=1 

s \( s \ Gj e =;^ nG „ 是 s 中的稠密集，所以， s \ G rt 是;5中稠密开集 

的余集，从而为疏朗集.于是3可以表为一列疏朗集的并，是与$ 


的完备性矛盾的，故也是 x 中的稠密集. 

n — 1 

设 X 是[0，1]上所有实值连续函数所成的集， 




V 定义度量 


/o(x»jy) =J \jcO) 一 y(t) |d , ， 

证明： （ X 4) 是不完备的度量空间 


0<尤<1/2, 

1， 1/2 + 1/ ot «1， 

是图1， 3 中三角形的面积 


0 , 


ex . 


1，2, 




X 


ffl 


X 


O 1/2 1 


1*3 




对于每个 e >0, 存在 JV > l / e ， 使得当 m，《>JV 时，有 

户（工 m ，工》 ) 7> 


<e ， 








n 


从而知是 x 中的柯西点列_ 

下面证{%}不 收敛. 若且 〆 (m 


)* 则 


— ►co 
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p<,jo nJ x)= I \x n iO—xU) |di 

Jo 

ri/2 「 

=J |x(,) |df+J 


1/2+1 /m 


it ) — ： r ( f ) | d . 


1/2 


11 _ x (0 I d , ， 


l /24- l/m 


因为三个积分均非负，故 〆 A ，： T )40=^ 每个积分趋于零，则有 

0, 6[0，1/2]， 

1， tea /2 Al ， 

0) 显然不是连续函数，从而 U „} 在 X 不收敛，故 X 不完备. 

例23设 ( X ， p ) 是完备的，且^=/>/(1+户），证明 ：（ X ， g ) 也是 


x(t) = 


完备的 


证若 AimtAXeSl / Z ， 则 

p(x m ,x n ) 


< Hpix mJ Xn ) 


p { x m ^ Xn ) = 


\ — p { x m ^ oo n ) 


因此，若 U } 是 ( XJ ) 中的基本点列，则 {%} 也是0>)中的基本 
点列，且 U «} 在 ( X ， jO ) 中的极限与在 ( XJ ) 中的极限是同一的，所 
以 ，（ x ， p ) 也是完备的. 

例24设 OT ， P ) 是度量空间， 证明： （ X ， p ) 是完备空间的充要 

条件是对任何单调递减的闭集序列{凡》}，当 = 1 ,2,…且 

lim sup{p(x 9 y) \x f yEA n }~0 


时，门九为单 点集. 

it= 1 

证必要性记 


d n = sup{pix 9 y) \x 9 y ^： A n ) ^ x n ^A n ^ 

因为当时，，所以 〆 4，工力）<‘， 而么 - K )， 故{工„} 

是基本列. 


(打 — oo )， 因为当时， A »， A « 是闭集，所以 

从而 xe 若又有 jeGA ， 则 

«= 1 n= 1 

I 

piac^y^>^d n » w=l ，2， 


设 


x 


• • « 
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令/2—00，目0可得户(7，^;)=0，即 

充分性设 {：»：„} 是基本点列，对£=1/2 4+1 ，取《*€^，使得当 
时 ， p { X nk , 


B 




JO 


)< l /2 i +1 . 不妨设 U } 单调增加，作八= 

{工|/0(:^，工)<1/24}，因为当3；6浅 +1 时，有 


X 


m 


)+ 户 ( 工、 +1 ， jy)<l/2 *， 

所以 A ^ C ： 烏， g 卩{九}是一列单调减少的闭集，且其“直径”趋于 


p(x„ k9 y)^p( 


工、，工攻*+1 


零- 于是，存在: H 几， 使得 〆 h ，^)< l /2 A ， 

*=i * 


(々— oo ) ， 从 


X 


X 


n h 


而 x n -^x (n 


例 2 S 若在賦范线性空间 X 中，任何级数的绝对收敛总能得 
出级数收敛， 证明: x 是完备的空间. 

证 在 X 中任取柯西序列{又},对于每个 h 存在《*，使得当 

>«* 时， II S K - S m II <1/2*. 对所有 选《* +1 >抑，则（又 4 }是 

~ Sn x » 


n，m 


{又}的子序列 •令 心=\ 


Sn-S nk _ l9 ms n = 


S 






，工2 


攀攀 _ 


jJOk 


H 


5> i ， 且 

>=1 

SlUyllOl x, || + II _r 2 || +S 去 = IU II + IU II +1 

J=l k=l L 

于是 ， s 

走 =1 


绝对收敛，即 sex . 因为 {&} 是柯西序列，有 

S n — S m || ^ || S„ — S„ k || 4- 1| s„ k — S || - ►O. 

因此 ，又 — *5,故又是完 备的. 


X k 


第七节不动点原理 


主要内容 


1•定义1设 X 是度量空间， T 是 X 到它自身的一个映射，若 
存在数 〃，0<〃<1，使得对一切:有 
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① 


户 （7\ r ，7^ yX 叩（工，: y ) ， 


则称了是 X 上的一个压缩映射 • 

压缩映射是连续的，即对任何点列必有 Tx n -^ Tx „ 

若 T 是 X 到自身的一个映射，若对？云又,有： Tr a = x * ，则称 

x 1 •是 X 的一个不动点. 

定理 1( 巴拿赫定理）在完备度量空间中的压缩映射必有 


« 


惟一的不动点. 

在定理条件下，从任一开始的迭代序列收敛于惟一的 
不动点 I ，其误差估计分别为 


p { oc m ， i X ，工 1 ) (先验估计）， 


② 


pix m ，工 二 〆 

3 . 定理 2 设度量空间 X 是完备的,:是 X 到 X 的映射. 

如果存在《61^1,使得： Tx 是 X 上的一个压缩映射，则映射了在 X 
中必有惟一的不动点 • CT 表示 xHKTjr ，7^ x 表示 ^ rhKTTx ，”..） 

4. 定理 3 设 / G ) 为上的连续函数，尺为正方形 

a « b ， 《 b 上的连续函数，且有常数 M , 使得 

\KCs,t) |df<M<oo , 

则当 | A |<1/ M 时，必有惟一的 < C [ a ，6] 适合方程 

<pis) = f (5) +aJ K(s 

定理 4 设 / Oc ) 是区间|>，6]上的连续函数， KOc ，： y ) 是三 
角形 {( j ：，}) 上的连续函数，且设 \ Kix , y ^) |^ 

M ， 则对任何常数 A ， 方程 


③ 


) (后验估计) 




« 


9 ?( j :)=/( j:)+AJ K ( xjy )< p ( y)dy 

在 [ a ，6] 上有惟一的连续函数解 〆 : r )_ 
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疑难解析 


1. 怎样理解不动点与压缩映射原理？ 

答对于一个由集合 X 到自身的映射: T , 如果存在点， EX ， 
使得==?，则称？为映射: T 的不动点. 

一 个映射的不动点可以有多个，也可以是惟一的.在代数方 
程、微分方程与积分方程等方程的讨论中，确定方程解的存在性、 

惟一性及近似解的收敛性是十分重要的.在一些具体方程的讨论 
过程中往往把方程的解转化为某些映射的不动点.因此，研究映射 
的不动点就十分必要了. 

巴拿赫在1922年提出的压缩映射定理,是一个比较简单的判 
定不动点是否存在与惟一的基本方法，它指出：完备距离空间中的 
压缩映射必有惟一的不动点.在这里，空间 X 的完备性保证了映 
射的不动点存在，而不动点的惟一性则直接从映射的压缩性得来， 
与空间的完备性无关. 

压缩映射原理同时给出了求不动点的迭代法(逐次逼近法），在 
完备的度量空间中，从任意选取的一点工。出发，逐次作点列 x„ +I = 
7^，《 = 1,2，"*，它必然逼近于要求的方程7^=^ 的解. 

2. 怎样应用压缩映射原理证明方程解的存在与惟一性？ 

答应用压缩映射原理的关键是找到适当的度量空间，并在 
此空间上定义适当的映射，使得该映射的不动点与方程的解相一 
致.这样，当空间是完备的、映射是压缩的时候，就可以应用压缩映 

射 原理. 


方法、技巧与典型例题分析 

要求理解压缩映射原理，能判别映射是压缩映射，掌握应用压 

■ 

缩映射原理讨论方程解的存在与惟一性的方法 ■ 


的映 


例 1 令 Tlr =* 2 ： + 7 — arctanx ，《 rGR ， 证明：了 是 


2 
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射 


设 x ，： y € R ， 贝 ! I 


T 工 — Ty—x — y — ( arctan^r — arctany) 


由微分中值定理知，存在: r ,; y 之间的值 I 使得 


e 2 


x—y 

m 

\ T J c -~ Ty \<\ x - y \=^ p ( Tx , Ty ')< p < ix i y ). 

f ， 显 然无解 ，即映射了不存在不 动点. 
^： X =[ l ,+ oo),T : X — X ,： T:r = 4 + 丄， 证明 ： r 是压 


Tx — Ty — jo — y — 


=( 工 一 


2 


故 


若有 = or ，则 arctan 


oc = 


m 


x 


缩映射 


证因为 

p(Tx 3 Ty) = \Tx — Ty \ = 


x-\-y . y—x 


—二 \^~y 


2 


ocy 


^cy 






x—y 


2 


2 


所以了是压缩映射 


设有线性方程组 Jt = CJt + h 其中 C 7=( q ) 是 nX « 方阵 ， b 




n 


Qh ， b ”". 是未知向量， 证明： 若矩阵 C 满足 sup ^ | Cij | < 

i )=i 

1，，_ = 1，2,…，/1，则方程3：=€^:+办有惟 一 解. 

证设 X 是 R ” (或 C ")， 定义度量 

1<,<« 

则 (X 4) 是完备的度量空间(证略 : K 

作映射了： X — X ， Tx = Cx + b ， xeX . 

) T ， (: yi ， jy 2 , … 




max IX ； —3^/1 ， 


若 


( Xl ，工 2 ， 


JC 




，工 
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n 


n 


^(Tx,Tj^) = max I ( x) 十 6 t .) —( 

K <<« >=i y—i 


则 


n 


n 


<max7 ； I Cij I U>~^>|<maxT] \cij\p(x,y) 

y— i l^i^n j 
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apix y y) 




n 


a = 說 gkvl < l ， 所以了是 X 上的压缩映射，存在惟-的 


而 


X 


61^，使得，=(:，+仏 

例如，对线性方程组 


1/6 -1/6 1/5 

1/6 1/5 1/2丨 ! x 2 |+ |-1 | , 

—1/6 1/3 _ 1/3 


工1 


工1 


工2 


J 0 


X 


3 


3 


3 


Ski 


2 

j=\ 

3 

S 卜 

>=1 


1/6+1/5 + 1/2, 


1/6 + 1/6 + 1/5, 






n 


J =1 


= 13/15, 


1/6 + 1/3+1/3, 


max 

j 


c u 


13 


p(Tx,TyX^pU,y) 


所以 


方程组有惟一解. 

为求 近似解 ，先取 （4, _ 1，2) T ， 


有 


1/6 —1/6 1/5 

1/6 1/5 1/2| jc "+|— 1丨， 

— 1/6 1/3 -1/3 

即得一列收敛于 A ： •的近似解.由于 

/ o ( jc 0 , jc )= max ( 丨4 —0|，丨一 1 — 0丨，|2—0|) = 4， 

可以由 pix ' ， Jtr D ) 求得误差估计为 

(13/15) 

1-13/15 

例4 设 ( Xm ) 为一度量空间，当 x ^ y 时 ，了： X ~*^ X 满足 
户(7^，7>)</001：,3；)，且了有一不动点,证明 : 不动点是惟一的- 

证 若:*：，^是7的两个不动点，且 ■关 j /， 则 

p(x 9 y)=p(TxjTy)<Cp(x^y) 


4 


x w+ i=Tjc« 




2 


n 


13 


n 


^(xo,X!) = 30X I 


pdXn.X 1 " X 


« 
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是不可能的，故不动点必是惟一的. 

例 5 (1) 设 T 为压缩映射，证 明:: T (« eN ) 仍为压缩 映射； 

(2) 若 n > l ，： T 为一压缩映射，证 明：： T 不一定为压缩映射. 

(1) 设： T 是压缩映射，则有 0< a < l ， 使得 〆 Tx ，7^)< 


，从而 


p(T n x,T n yXa n pCx,y), 0 </< 1 ， 


所以，: T 为压缩映射. 

(2) 设 1 T 

T 2 * (〜，: r 2 ) 卜(0,0)是压缩映射 


为 （ x ” x 2 ) h ^( x 2 ,0)， 不是压缩映射，但是 


2 


2 


设{%}(!，_; = 1，2^"，《)是一组实数，满足20^-心) 

1 

’ * 二 h 证 明：代 数方程组幺¥产 

， j=l 


2 


b, (/= 1 ， 2 , 


〈1，其中 Sij = 


， n ) 对任何一组(&，&，…，乂)必有惟一解 ( A ，々，•"，:<:„)- 

，『为„维实欧几里德空间，且 


考察映射 T 


n 
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办1 


1—an 


— a 


工1 


— a 


工1 


In 


12 


1 一 ^22 


b 


工2 


—^21 


^2 


— CL 


«— 1 n 


1 l—^nn J 


b 


— a 


— a 


x 


Hi 


n n — 


n 


于是，对于 x ，： yeR rt ， 有 

IpiTjo.Ty^y =2 

j=i 是 =i 

j= 1 k = 1 k — 1 

= 2( 占 ， _a ，) 2 [〆 工， 7)] 2 . 

从而 知了是 R ” 上的压缩映射，必有惟一的不动点，即为原方程的 


n 


m 


例7验证方程: r 3 + 4 :r — 2 = 0在[0, 1] 上有实根，并用迭代法 

求出方程在[0，1]上的近似解. 
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解找出一个映射，验证其为压缩映射 • 

由 : c 3 + 4 j ：— 2 = 0,得出 


—(2- J ： 3 ). 作映射 T :[0，1] 


x = 


4 


[0，1]，7^=7(2_文 3 )，则¥ [0，1], 恒有 


4 


3 


\ Tx - Ty \=^ 

从而知 T 为压缩映射.而 [0,1] 是完备空间，所以存在惟一不动点. 
即存在[0，1],使得7^=1故芒是方程 x 3 +4 x -2=0 在 [0,1] 上 

的惟 一 解- 


3 


—y I=7 丨工 - : vi u 2 -h^3；+y i<— u— 3^1 ， 


JO 


4 


Tx n = - i 2 — xD ，得解的 


令 x o = 0 ，取 X 1 = Tx o = 7 ， 




， 1 


4 


近似值.有误差估计 


例 8 ( 隐函数存在定理）设函数 / Cr ， 30 在条形域 a <: c < 6 , 
■ ooC ^ Coo 上处处连续，且处处有偏导数 / i ( x ,： y )， 且存在常数 

< M ，使得在条形域中有 


n 


n 


= 2 X 


X\ jCq 


X 






n 


① 


0<Cm^/, (.x,y) ^Af» 

证明 ：方程 / Or ，： y ) = 0 在 0,6] 上必有惟一连续解: y =9^ r ) 

证在完备空间 C |>，6] 上作映射: T ， 即 

▲/( x ， ?>) ， 

: T 是 C |>,^ 到自身的压缩 映射. 由于 

|(T 妗） Cz )-(7> l )( x )| 

= 朽（工） 一 ^/(工，灼）一^ (工）+^^/(工，朽） 

=铃（工 ）— 

• (铃（工）一灼（: r )) 


T < p=f — 


，灼0)+没(％(工）一？\0))] 


< 1 — 77 I 妗（工） —妗 （1) I ， 


M 
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因为 0<告<1 ，记 tf = l —器，贝 [| 0«1 ，即有 


\T<Pz—Tq\\K^\<Pz~9i I > 

所以，: r 是 c [«，6] 上的压缩映射 _ 从而，存在惟一的 cO ,6], 使 

得 /( x ，9 Kj :)) = 0. 


设走 0， r ) 在方形域 * S = {( i ， r ) 上连 

\ k ( tjT ) I < C ， v 是 [ a ，6] 上连续函数.若参数 A 满足 


续，且 

\ fit \< l / l ( b - a ) •(：]，证明 ：方程 


max 

a , oe 5 


② 


x (0= fi \ k ( t f r ) jrMdr = v ( t ) , ^G [ a ,6] 


有惟一解: r 6 C ：[ a ，6]. 

证令 X = C |>，6], 设映射 

CTx) (/) kitfT^joMdr^ xGC[< 2 5 6 ], 

则 7^ ec |>，6]， 所以： r 为 x 上的映射，且 

pCTxfTy )^ max I ( Tjc ) Ct ) — CTy ) ( t ) \ 




\ kCt y r ) I Ix ( r ) — y ( r ) jd 




max 

祀 D*，*] 


l^|c| p(x 9 y)dz 

= \/Jt\C(b—a)p(jo 9 y)=apCjc 9 y) » 

M «= | p | C (6 — a )< l ， 故 T * 为压缩映射.因为 C [ a ，6] 是完备的，所 
以方程②有惟一不动点，使得 

xit) =v ^0,r)x(r)dr» fG [a^b]^ 


< 


x 即为方程②的惟一解. 

例 10设。€0[“，6]，尺0，『)是三角域{(/，10 

<0上的连续函数，且 I 尺 ( f ， r ) 1< M ，证明 : 对于任何常数 A , 方程 

xit )^ v { t ) + x \ Kit , T)xMAz 

在 [ a ， 幻上有惟一的连续函数解幺幻. 


r 


③ 
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定义从 C [ a ，6] 到 C [ a ，6] 的映射了为 


了工⑴ = 1 ；⑴ +A K(f ， r)x(r)dr, 


a 


由于三角域为有界闭域，所以 KG ， r ) 为三角域上有界函数，故存 

在 A />0, 使得 


V : T ⑴， ： v 0) ec |>，6]， 当把1>，6]时，有 

Af 尺 (£ ， r)|>(r)— ： y(r)]dr 


\Tx(0-TyU) 




a 


IA| j \KU^r) I \xM-yM |dr 
^ IAI M{t—a)p{jo—y) 


可以用数学归纳法证明 

I r n x a)-T>a)i<ui "M" 

* 

n=l 已证，设式④对 《 成立，则对 ” + l ， 有 


it _ a ) 


n 


④ 


p ( x , y ) 


n\ 


T n+l x(t)-T^ l y(t)\=\^\ Ka,r)[T fl x(r)-T^(r)]dr 

A[ (T—aydvp(jOjy) 


a 


|A|”M" +1 


< 


n\ 


a 


+1 


\X\ nJhl M n ^<it—ay 

(w + 1)! 
(6-a) 




It 




令 


<1， 


Ctn 




n! 


p ( T n x , T n y )^ a n p { xjy ). 

V 户>0，当《充分大时，有《„<1，从而了”在 c [ a ，6] 上为压缩映 

射，故: T 在 C [ a ，6] 上有惟一的不动点: c (0, 即: r (0 是积分方程③在 
[<2,6]上的惟一连续解. 


则 


0^:0, 

tj 


工， 


求方程 


例11 设尺 Gc ， r) = 


< pix 、 — ~J k Cjo fty<pCt)dt= l 

的近似连续解，使其误差不超过 10 
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因为尺 Or，f) 在方形域 [0，1]/[0，1]上连续，作0：[0，1] 
C[0，1] 的映射了，使 


丄 UJ o 


对于炉,少6(：[0，1]，有 

|| Tf ( x )- T 0( x ) II = 


1 


K ix yt) ifpiO — 

K(jc y t)dt || <p—^i || 

e[o ， i ]， 


10 


max 


10 


由于 I K ( x ^ t ) dt=j :c(k 

II Tf—Tip || || (p—tfj || 


2< Y ， x 


X — 


所以 


可知有惟一不动点 

取抖= 0，科=了”许，则误差为 


(l/2Q) n 

1 - 1/20 


cT 


% — <h II II 灼—奸 


XI ， 


(1/20T 
1 — 1/20 


<10— 4 ,则 n = 4. 于是 


要 


奸= 0，灼=1， = 1 + ^ 


2 


+ 10 5 1 3 6 1 24/， 


9% = 1 + Jq 


X — 


2 


+ 納3 6 1 24 


?a =1 + 元 


2 


1 f 2 x jo 6 t 

10 3 15 18^120 720 


194 


=1 + 

12 对于微分方程 


1875 20 ' 2400 120000 720000 


dx 






dt 


⑤ 


x(t 0 )= z X 0 j 


若 /0， x ) 在矩形域 { ( f ， x ) I \ t — t Q \^： a ^ |工一尤。|<6}上连续，且 


69 



在 4 上关于 X 满足李普希兹条件，即存在^>0,使得 

\ ^k \x—y \ ♦ ( 尤，工 ) 及 (“ 30 €九 

证明：初值问题⑤有惟一解 xO ) 0。_0山+ «,其中 

证记 C [ f 。 一 卢 ， fo + 戶] 为 [to — /5， fo 十 /?] 上所有实值连续函数 
全体 •， V x , y ^： C [ t Q —沒，£。+沒]，定义度量 

p{x i y') — 

则 C |>。一 jS 山 + fl 是完备度量空间.设 〆 >0为一常数，令 

B= {x6C[f 。一 /? 山 +/?] ||0(x ， xoXM #} ， 

其中 x 。 表示|>。一沒山 +/?] 中恒等于 x 。 的函数，则 B 为闭集，是完 

备度量空间 • 

将初值问题⑤用等价的积分方程表示为 

(f)—x 0 + f /(r»x(r))dr, xeC ^。一 卢山 + 卢]， 


M= max I/O,x) 

( t . x)€A 


\x(t)—y(t) I ， 


max 


⑥ 


x 


0 


定 XT •• B—B 为 


(T^)U)=Xo+[ /(r ， x(r))dr ， x^B 


0 


V 由于 | x ( r ) — « r 。 I 所以 /"( r ， x ( r )) 有 定乂. 又由 

/0，1)连续，从而7^ 在[>。一/?，/。+ 幻上连续，且 CT ： r ) Oo )=: r 0 ， 

/(r,jr(r))dr <f |/(r, 工 (r)) |dr 


I (Ta:')<it')—JOo\ — 


0 


0 


^MUo _ 1 1 ， 

即 〆 ： TrdoXM / J ^^ TxeB , 所以了为 B 到自身的映射. 

V 由于/满足李普希兹条件，故 

r [/(r,^: 2 (r)) —/(r,x!(r))]dr 


HTx 2 ^( 0 - CTx l ) Q )\ = 


0 


<是 u 2 (r)— 々 （Oldr 

Jt 0 I 

\t — U \pi^2 ， X\XkPp(Xz ， J ： 1) 


70 


从而 


p(Tx Z jTx{)^k^pix2^Xi)* 

由题设沒 <1 A ， 所以 a = k 戸<1，丁 是 J 5 上的压缩映射，故 T 存 

在惟一不动点 此工是 积分方程⑥的惟一解，也是微分方程 

⑤的惟一 


设 


工《+ 1 (尤）=工。+ f ( r 9 x n ( r )) dr 9 w = 0， l ，2, …， 


0 


则解 X 是卜^在^。一卢山+沒]中的极限 


dx 


= f ( t $ x ) ， 


dt 


13 (1) 将初值问题 


写成积分方程形式，说 


工（尤 0) = 工0 


明它是哪一类方程. 

(2) 证明： 二阶常微分方程的初值问题 


d 2 x 


/( 尤，工）， 




dr 2 


工（尤0) = 工0，工 , （尤0) = -^1 


可转换成一个伏特拉 ( Voltenra ) 方程. 

(1) 如例12,微分方程可以写成 


x r { t ) dt = /( r f x ( r )) dr » 


0 


0 


⑴ = x ( i 0 )+J /( r ，《 r ( r )) dr = x 0 +I /( r t x ( r )) dr , 

它是伏特拉积分方程. 

(2) 对方程 # f =/( n ) 两边积分两次，并代入初始条件，得 


X 


0 


0 


dt 2 




/( w » x ( w))dw dr ， 


x ( f )= x 0 +( f — 


0 


0 


Xtj [J /( a ， x ( M )) dtf]clr 用分部积分，得 

J* [| /(w,x(w))dtt]dr=|^ 


0— r )/( r , x ( r )) dr , 


0 


0 


0 


x ( t ) = j ： o + ( t — f 0 ) Xi + (? — r )/ Xr ， x ( r ) ) dr ， 


0 
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它是伏特拉积分方程 


n 


例 14设 supD |a 

j i = l 

+6 | ，/ = 1，2，“-，对于任意序列6=(6 1 ，6 2 ，-”）云/ 1 ，必有惟一的解 


J =1 


d<l, 证 明：无 穷代数方程组 


众 ij 工 j 


X 




证作映射 T : Z 1 —/ 1 ， 则对于 


( jCj ，工2，•••）， 




X 


有 


Tx =(( Tx ) i 9 ( Tx ) 2 ^^) f 


(Tx)i = i 

y=i 

对于 xjGZ 1 9 x= (Xi ，: r 2 , …），: y= (3/1 ，: y 2 , …），有 

|| Tx-Ty i| I (TxX-(T^X1=2| 5>"( 工广力 ） I 

1 * 

I 

<sup^ \^ij\ 2 1 工广 

I 

J 

~ SU P^J I 


其中 


= 1,2, 


• • « 


3^ 


II 工 ― ：y II 


a “ 




因为 a=sup2 k"l<l 

* j 

动点，也是原方程组的惟一解. 

例15设X 是完备的度量空间，映射 满足: 在开球 

N ( x ( i , r ) (r>0) 内适合〆7^，7^)<是〆工，:)0,0<是<1，且 T 1 在闭 

球 V ( xo » r )= {x I /£?(：1：， 1 2：。） ： ^厂}上连续，/0(尤。，7\1：。）<々（1一4)^".证 

明:丁 在开球 AKx fl ，r) 内存在惟一的不动点. 

证由题设条件知，若了有不动点，则不动点必是惟一的.下 
证不动点的存在性. 

考察以 A 为初始点的迭代序列{了1。 } ,则 

/o(j ： o»Ta ： o)^^(l — kXkr ， 


，故： T 是 Z 1 上的压缩映射，从而有惟一的不 


知： Tz o eTVCz ： 0 ， r ). 又 

p(Xo iT ， 2 jr 0 )^.p(jr 0 t Tj0 0 ) pCT'Xa ， T^Xo X (1 + 是 )〆 工 0 ， 7^ 工 0 ) 
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<(1 + A ) (1 — k 、 kr〈kr ， 

^ nT 2 xo € iVUo , r ). 反复继续上述步骤，可得 

产(: To ，了” 工 oX (1 +是十…+^ _1 )^(1 — k ^) r = (1 —々”）是 r < C 々 r ， 

从而 T n x 0 ^： NXx 。， r ) ，艮卩 


{ T n x ^} CN ( x 0 ， r ) CZV ( i。 ， r ), 

所以 {T"x。} 是一个基本点列，收敛于 X 中的点 x、 而 
VU)，r)， 故，是: T 的不动点. 


e 


由误差估计式 〆 ， ，: 

丄 一 a 


pix * ，工。〉< 1^^ (7\3： 0 ,3： 0 )< 1二！ （1—灸）斤=灰广0, 

所以， ew(i 0 ， r). 

例16设 /( Gz) 的偏导数^在矩形域 

R— {(D) | a^x^b , c^y^d } 

上连续，证明:/在只上 关于工 满足李普希兹条件 • 

证利用微分中值定理，有 

| 

\ fit , Xz )— fit , xO \= ^ 


9/ 


X 2 — 工 1 


因为羞在 K 上连续，故在闭域及上裝有界，即存在 M>0, 使得 


V Or,：y) ， | _ | <M ，从而可知，/在及上关于 x 满足李普希兹 


条件 


设 F 是 n 维欧几里德空间中的有界闭集，了是 F 到自 
身的映射，且 满足： V x,：y€F， 当 a: 尹: y 时，必有 piTx,Ty)< 
p(a：，：y) ，证 明：映射了在 F 中必有惟一的不 动点. 

证此例是例4的特例 • 

任取X。€尸,作々 =- Txo t x „ -T fl xo, 则由题设可知， { pU tt ,x B+1 )} 
是一单调递减有下界序列，故存在 • 又 F 是有界闭 


17 


，则乃、— Tj : 


集，所以 U,} 必有收敛子列 Uq }. 不妨设 
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， Tjo * )= lim />( x ^ ， T ( Tx 、)) 

piTx m ,T 2 ^ # ), 




从而可知 : Tx 


=x 


若工’ 


， TV = 〆 ，则 


=x 


p(x’ J x , )=piTx it ， TV)<p(x* jX 1 )* 

但这是不可能的，从而 T 在 F 中不动点惟 一. 

例18 证明： 在数学分析中，迭代收敛的一个充 
分条件是 gU ) 有连续导数，且 


\g f (x) 

证由数学分析中拉格朗日中值定理 

IgM—giy') | = |^(?) | U— ： y|<a |工一 ： y| 

知4是 R 上的一个压缩映射.依照压缩映射原理，知迭代 


X 


例19已知方程 / U ) = 0, 要求其逼近数值解，可将方程变换 
为 x = 反 O ) 的形式，选一初始值: T 。 并计算: c „= 贫 ( Xd ) ，《 = 1，2,… • 
设 g 在某区间《/=|>。 一 r ， A + r ] 上有连续导数，并在*/上满足 

| 茗 ’ （工）丨 <<2<1 ， \g(jo 0 ) —jo 0 I <(1—a)r t 

gCr ) 有惟一解，且迭代序列收敛于此解，其误差估 


证明 


x 


计分别为 


a 


-ii (后验) 


<aV (先验 ），I 
证由拉格朗日中值定理 

Igijc^—giy') | = \g l (^) | |j:— ： y|<a U ，《 y | ， 

其中 $ 在 x，：y 之间，又|发(工。) 一 x 。|<(1— a ) r . 由例20知， g 在*/上 

有惟一不动点: r ， 即是方程的解，且迭代序列 { aU 收敛于 
此解.由主要内容2中误差估计式②、③得 


< 


X 


X — X 


X 


X — X 


a 


a 


- x m |< a m r , 




a 


— 00 m 二 a \ 


X 
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例 20 设了是从完备度量空间 w ) 到其自身的映射 . y 
= U 是 X 中一个闭球，若了在 y 上满足 p(Tsc，TyX 

ap ( x , y ) ,0< a<l ，且 〆 工。，7^。）<(1-^>成立.证 明：迭 代序列 


工 0 ? X|=To ： o> jo 2 =Tjc x =T 2 jc 0 ， 


，工„=7^工 0 , 


• _ # 


收敛于 t 在 y 中的惟一不动点2€1 

证只需证 明了将 y 映射到 y 即可. 

由题设知 , v %，: y 2 ey ， 有 

piTy x jTyz^^apiyx ,yz) , 0<a<l. 

又由 0(為，7^。)<(1-心”，则 V yEY ^ 

p(x 0 jTy^^pixo fT joo) ^ p(Txo $Ty)<i(l~ a)r-\-ap(x 0 9 y) 

^(1 — d)r J rar=r. 

故： r ： yey ， 即了将 y 映至 y . 由 又的完 备性与 y 是闭的知， y 是完 

备的，从而依压缩映射原理，命题得证. 

121设 /Or) 为实值函数，且在[>，幻上具有二阶连续导数， 

■ 

i 是 /( x ) 在 ( a ,6) 上的单零点.证明 ： 用下面牛顿方法定义的迭代 

/( 工”） 

Too 


s 


x n ^ l = gix n )=x 


在三的某邻域内为一压缩映射 • 

证由题设/<5) = 0,则依微分中值定理，有 

|/( 1 ) | = |/(x) — fix) | = \f (^) | \x — x\^ki \ jo — x|. 

因为 S 是 /(: r ) 的单零点，故存在 i 的某闭邻域使得 

/'U) 共 0, 且尸 (x) 连续. 因此，尸 Or)/ [/ Hi)] 2 在 M 上有界 • 于 

是 ，V ，有 


I / U ) 尸(: T ) 

[尸⑴？ 

当 k -$|< l /(2 是 A ) 时，| 〆 Or ) | <1/2•令 

N 2 = {x \ |x—S | <1/(2 是 1 是 2)} ， N=Nif\N 2t 

可得出在 S 的某一邻域内为一压缩映射 - 


<是2 1/( 工 ） \ ^ k x k 2 \X — X 


g f O) 1 = 
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第八节致密集与紧性 


主要内容 


1•定义1设 X 是度量空间， A 是 X 的子集.若>4中的任何点 
列必有在 X 中收敛的子点列，则称 A 是（ X 中的）致密集（或列紧 

集)_若 X 自身是致密集，则称 X 是致密空间. 

致密集有以下 性质： 

(1) 有限点集是致 密集； 

(2) 有限个致密集的和集是致密集； 

(3) 致密集的任何子集是致密集，因而任何一族致密集的交集 
是致密集； 

(4) 致密集的闭包是致 密集； 

(5) 致密集中的基本点列必然收敛. 

定理1 n 维欧几里得空间 R ” 中的有界集必是致密集. 

2. 定义2设乂是度量空间叉中的点集, S 是 A 的 子集. 若存 
在 e >0, 使得以 B 中各点为心的 e - 开球全体覆盖 A : UO ( x , e )3 

A ， 则称 B 是4的一个 e - 网. 

若 V e >0, 点集 A 总有有限的 e - 网…，则称 d 
是完全有界集. 

定理 2( 毫斯道夫 (Hausdorff ) 定理）度量空间中的致密集3 
必是完全有界集.在完备空间中完全有界集是致密的. 

致密集是有界集. 

推论度量空间中一个点集 A 是完全有界集的充分必要条件 
是:4中任何一个点列必含有基本的子序列. 

定理3设 X 是度量空间，若在 X 中的每个完全有界集都是 

致密集，则 X 必然是完备的. 

定理 4 完全有界集是可分的，即其中含有有限的或可列的稠 
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密子集 


3. 定义3设£是^<工<6上的一族连续函数, £ C = C 1>，6]， 
若 V e >0,3 谷>0,使得 V 1，1义[〜6]，当|工_/|<沒时，对£中 
每个函数都成立 I / O ：)—/(/) IO , 则称£是等度连续的函数族. 

定理 S C [ a , 幻中有界的等度连续函数族必是致密集. 

定理 6 C |>,« 中的致密集必是等度连续的有界集. 

定理7空间 P 中的集£成为致密集的充要条件是£为有界集， 


S I 


且 V e >0,3 n € GN ， 使得对一切: r ={ x *} G £， 成立 


p <x 


度量空间中的致密闭集称为紧集 • 

致密的度量空间又称为紧空间. 

定理8设 A 是度量空间 X 中的紧集，^是 X 中的一族开集. 
若 y 覆盖 a : U ozm ， 则必有 y 中的有限个开集<^，0 2 ,…， o rt 


_ 


oe^ 


覆盖 a : ua 二) 九 

1 

定理8又称有限覆金定理. 

定理9设>1是度量空间 X 中的点集，如果 X 中每个覆盖 A 的 
开集族中必有有限个开集覆盖 Z ， 则 A 是紧集 • 

紧集具有主要内容1中致密集的性质 （1) 至性质 (4). 

定理10设 D 是紧集,/是 D 上的连续映射，则 D 的像£ = 


5 




/( D ) 也是紧集. 

度量空间 X 上的连续映射必然把致密集映射成致密集 • 

度量空间 X 中的紧集 D 上的连续函数/必然有界，而且上、下 

确界可达到. 

紧集上的一对一的连续映射必是拓扑映射 • 

6 . 定理 11 设 又是” 维的陚范线性空间，&心， 


是; C 的 
x *«* ，成立 

*=1 


一个基，则必有正数使得对^中的每个元 




C 2 (SNI 2 ) 1 / 2 <I 卜 " ， 
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工《)一2工*。 是 

1 


且映射 / : ixifXz 


维欧几里德空间 


的拓扑映射. 

推论设在有限维线性空间； C 上定义了两个范数 II iHI 和 
II 0 II i ，则必有常数 M >0 及 iC >0, 使得对于任何一点兄*，成立 

^ II 0 II < II ^ II i<M || ^ || . 


定义4设 X 是一线性空间， || • 1*11 • || 2 是在 X 上定 

义的两个范数.若存在正数^和£： 2 ,使得对每一点 xGX ， 有 

Cl || x || 2 < II X || 1<C 2 II X II 2 ， 

是等价的. 


则称范数 II • II i 和丨 

推论有限维賦范线性空间是完备的. 

推论任意賦范线性空间的有限维线性子空间是闭子空间. 
定理 12 有限维賦范线性空间中任何有界集是致密的•（任何 

有界闭集都是紧集 .） 

引理（黎斯 (Riesz) 引理）设乂是賦范线性空间叉的闭子空 

间，且 A 关 X ,则 V e >0 ( e < l ), 必存在 X 中的单位向董: r 。，| U 0 || 
=1，使得 


户 （ x 0 , A) = inf/>Oc 0 ， x)〉e 


xeA 


定理13若陚范线性空间 X 是无限维的，则 X 必有不致密的 


有界集 


定理14陚范线性空间是有限维的充要条件是它的任一有界 
闭子集都是紧集. 


难 


析 


1. 紧集与相对紧集有什么不同？ 

答相对紧集即主要内容1中所述致密集(或列紧集) • 若^ 
是度量空间 x 的一个子集, a 的闭包 z 是 x 中的一个紧集，则 a 称 
为 X 的相对紧集.从而 可知： 
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紧集一定是闭集，一定是相对紧集； 

相对紧集不是闭集时，不是紧集. 

紧集与相对紧集有许多相同的性质（见主要内容1中致密集 
的性质 （1) 至性质(4))，也有一些不同的性质(如性质 (5)). 

在完备的度量空间中，相对紧性可利用集合的完全有界来确 

_ 

定， 即：度 量空间 X 中的相对紧集必是完全有界的， X 中的完全有 
界集 Z 必是相对紧集. 

而度量空间 X 的子集 Z 是紧集的充要条件是 M 的每一个开 
覆盖均有有限子覆盖. 

怎样理解等度连续概念？ 

答读者在理解等度连续概念时，要注意不要与数学分析中 

函数的一致连续相混淆，尽管它们定义的形式有些相似. 

数学分析中的一致连续是对一个函数而言的.对定义在/上 
的函数/，若 V e >0, 则彐沒 =^( e )>0, 使得 V /，只要 

— x " | <5,就有 | /( 〆 )-/( x ff )|< e , 则称函数/在 J 上一致连续 • 

泛函分析中的等度连续是对一族函数而 言的. 设£:是 
6上的一族连续函数，五 CC |>，6]， 若 V £>0,3 $= Me )>0, 使得 

V |>，6]，只要 | x '— 工"|<衣，对£中每个函数/都有 

|/( V ) — /( x ") |0,则称£：是等度连续的函数族 • '注意，这里的/ 
指丑 中的每个函数，而不是其中的一个函数，“等度”反映了五中各 
个函数的连续程度是同等的. 

有了等度连续条件，可以帮助我们判别连续函数空间的致密 

性.如阿尔赞拉-阿斯考利 (Arzela-Ascoli) 定理指出中点 

集 A 是致密集(相对紧集）的充要条件是 A 为有界集且为等度连续 
的函数族_ 


9 


方法、技巧与典型例题分析 

本节着重要理解完全有界集、相对紧集（致密集）、紧集的概 
念，能够判定某些具体点集是否完全有界集、相对紧集、紧集 • 
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例 1 设又=/ 2 ,若 = (0,…， 0，1 ，0,… ,0) 9 A — } ，证 


明 M 不是紧集 


II = H * 若取凡 = 

CKql/2)， 则{认，《>1}是 A 的开覆盖，但其中不包含任何％限子 

覆盖儿 


证对于任何有|丨 


e m — e n 


虽然 A 是/ 2 中的有界集，且 A 中不存在柯西点列，故 A 又是闭 
集.但是,事实说明有界闭集不一定是紧集. 

例2说明下列空间不是紧空间. 

(1)R”； (2)C-； (3) 离散度量空间. 

解只需举出一不满足舉件的实例即可. 

在题(1)、（2) 中，集合是 R” 和 C** 的子集，但没有任何收敛 

的子列，故不是紧空间. 

在题 (3) 中，; J ： 中存在无穷序列 U ,}， 当々关％ («六《)时， 
Pix n ，〜） =1,所以 } 不可能有收敛的子列，故不是紧空间. 

例3 证明中点集 A 是相对紧集的充要条件是X为有界 


主要内容2中的定理2已经给出 ：任 何度量空间中的相对 


紧集必是有界集. 

下证充分性.设 A 是 R” 中的有界集，任取 A 中一个点集 UJ， 

证明 U „} 含有收敛的子点列, 

用反证 法证. 设无子序列收敛于 d 中的元，则V 
B r x ^>Q 和 nj：eN ，使得 0(o:，r) fl {x„，n>w x } = 0. 因为 U Oix 9 r x ) 


x> 且 xea 


n k 




工 '*， 使得 


=M ， 则由紧性定义，存在有限多个元 xW 2 , 


ft • • 


) 二 ) 儿但当 ； n>max {«< ，《 < ， … ， n<} 时， 0(:^ ， ㈠） fl 


=1 

{x nJ n^m} — 0 ，从而 




{x n fn^m}=Af] {x n ^n^m}a\jO{x t i ， r<) H {x fi ^n^m} — 0 ， 

i= 1 1 

推出矛盾. 
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证明：空间 I /[0，1] 中的集合 A 是相对紧集 

的充要条件是满足下列两个 条件： 

(1) 存在常数尺，使得 V iGA ， 有 


b 


<尺 ， BP 


X 


K p i 


(2) V e >0,3 $>0,使得当 0</1<$ 时，有 II || <£, 

_ 

x k {t)—x{0 | M^J <e ，对 一 切: cGA 成立 

充分性对每个固定的 a , 考察 > u = u A |/ ie > i }. 因为 a 

(=0[0,1],则由条件(1)，有 

( 0 |< 


0 


h 


1 /V 


ni;» 


1工（5) | Mj 


Xh 


2h\) t 


—h 


Vp 


(点 nn ⑽ h 


VP 


K , 


从而知瓜是有界的.再由条件 (1)， 当0«/<1时，有 

(5 )dLs — 

xis^ds 

\ J t+A J I 

(r + A i x ( 5 ) id 5 +j*, A I 工⑴ a) 

(J: 1x0) I Ms) 


(+A 


I 


J 


{s)ds 


x A (^)—x A (r) I = 


X 


JO 


2 h 


t 一 h 


f_k 




xis^ds 


2h 




Zh 


i/p 


1/9 


• 2U f —t) 


2 h 




h 


故丄又是等度连续的，由主要内容3中的定理知， C |>，6] 中有界 

的等度连续函数族必是致密集，从而 A 是 c [0， l ] 中的相对紧集_ 
由于<7[0,1]中的收敛点列按"[0，1]的度量也是收敛的，故 A 也 

是 Z /[0，1] 中的相对紧集. 

由条件 (2 )，V e >0, 可取 A ， 使得对一切 xeA 有 〆 

成立 • 由上面证明知，对取定的^，八完全有界.设 U ( n ， d 2) ， 


a ) 
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因为， V 工 6 A ， 有:儿所以可取到々，使 


是儿 的 


得 pix k ^) < e /3 ,即{^ 1} ,^ 2) ，…，: rt } 是 Z 的有限 e - 

piocjx M ) + 户(办， ) + pix^ ~ M 


于是 


)< e ， 




故 Z 是完全有界的，从而是相对紧的. 

必要性由 Z 的相对紧性可知 A 是有界的，即条件 （1) 是必要 




的. 


因为 j 是相对紧的，则 Ve >0,3 有限的 I - 网凡从而对每个 


61/[0，1]，存在连续函数史，使得与: r 在 Z /[0,1] 的度童意义下 

任意接近，且可取得9>(0) = 9?(1) = 0，使得$可以连续地延拓到 

[0，1]之外，而在[0，1]外函数值处处为零.于是，设 B 即为此连续 

函数组成，即5= {工1 


X 


), x k 均为连续函数，故当 A — 0时， 


，工2，… ，工 


有 


( a ：*)* 0) = ^J x*(5>ds=^r| Xi(^+5>dj 


h 


2h 


t-k 


一 A 


=Xkit-\-6h)-^x k iO ( 0 ^ | 0 |< 1 ) ， 


V 《6[0， l ]，々= l ，2 r "， w —致成立 • 

这样 ， V €>0,3 沒>0,使得当 0< A <5 时， 〆 ( z *) A ， i *)< e /3, 


是 =1 ， 2, 




再 V 工 GA ， 取 ( l < A < n )， 使得 〆 x ， A )< e /3, 从而当 

0</ i <3 时，有 


p(xo9x)<ip(a：o 9 (jCk)h) +P((Xjt)A jXk)-\^p{a：k jx) 

^ ： 2pCxk ， j ：) +/?( Cxk)h 


3 


所以条件 (2) 也是必要的 • 

例 S 证 明：序 列空间 X 中的无穷子集 A 为紧集的必要条件 

，使得对于所有的 | fjfe ( x ) I 


是:存在数 A ， 


V Z , 


• « • 


^ V k 


用反证法证 


设条件不成立，则存在一个尺。，对于每个 
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”6 N ， 有 aGA , 使得 

因为，由 

不可能有收敛的子序列.这与 Z 的紧性相矛盾. 

例6设( X #)是度量空间, 证明: X 为紧空间的充要条 件是: 
对 X 中的任意一族闭集 { F ； jAe 4}， 若其中任意有限个 A 的交集 

都为非空集，则 n F , 也必为非空集. 

xeA 

证必要性设 ( A >) 为紧集的度量空间，如果 WU 6 A } 是 
x 中的一族闭集，且其中任意有限个的交集非空，要证， 0/ a 也 


芒*。(')"^*。（尤），且 I ^* 0 ( x n .) 从而 


非空 


用反证 法证. 设 flA =0， 则 

xeA 

X=x\ n F x ^= u (X\Fa). 

由于是开集，则上式说明是 X 的一个开覆盖 


由 X 是紧空间知，存在有限的子覆盖，使得 x=.U 从而 

0=X\U(X\FA.)=n/ ? v 

i=l 1 t = l 

这与題设任意有限个 A 的交集非空矛盾，故也非空- 

A 

充分性设是覆盖 X的一个开集族，要证其中有 
限个 G, 覆盖了 X. 

设又= UGA»jil30=X\U CX\Ga). 因为 {X\GaU€A} 是X 中 

A 6 H 托 4 

的一族闭集，则由题设，必有 f 2 ! ( X \ Gx ) = 0，于是 

i — 1 

X = X\n(X\GA.)=UG v 

i = l 1 

即 X 的任何开覆盖必有有限个子覆盖，从而 X 是紧集 • 

设叉是离散度量空间， ACX . 证明： A 为紧集为 


7 


有限点集 


充分性设 A 为有限点集，则X必为紧集， 

用反证 法证. 设 a 为无限集，则必有可列子集 

时， = 1，从而 


必要性 

…}，且其中元各不 相同， 当 


tJi 
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无收敛子列，这与 >1 的紧性矛盾，故 A 必为有 限集. 

例8设 X 是紧度量空间，{九}为 X 中一列非空闭集, 且禾二 > 

A 3 … ID 儿3…，证明： 5儿乒 0. 

# 1=1 

证任取，则，所以必有收敛子列.设子列 
{%}收敛于 a . 

V «6 N ,3 / C ， 使得々>尺时，” *>” ，则当是>尺时，％ EA^CI 


Ant 从而 ae n 九，即 n An ^ 0 - 

1 «= 1 

设又=[0，1]口 {2,3, … } yp ( xjy )= \ jc — y \ ，其中 x ， 3；e 

X ，判断 ：（1) X 是否 完备； （2 )X 是否可分； （3) X 是否完全有界; 
(4) X 是否紧空间. 


解 （1) X 是完备的*因为[0，1]和{2,3,… } 分别是 R 1 的两个 
闭子空间，故 X 在 R 1 中是闭的，而 R 1 是完备的，所以 X 是完备的. 

(2) X 是可分的，因为 [0,1] 中的有理点全体与{2,3,… } 的并 
^ EX 中 稠密. 

(3) X 不是完全有界的，因为完全有界集必须有界，显然 X 无 


界 


(4) X 不是紧的，因为紧集必须是完全有界的，但由题 (3) 知 X 

不是完全有界的. 

例10 证明: L 2 [0,1] 中的集合 


{/|/(x) = 2ja ff sin2n7rx, 2 n l a » 1^1 ) 

»=1 rt=l 






是紧集 


证对 / e 儿有 


ll/ll 2 =|2i^l 2 <yS 

乙 it=i 乙 #1 = 1 

oo 

# 1=1 


设 


a > sin 2 n 7 cx > 


取 {/ j 的一列子列 如下: 
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{/〜} ，使得 U ;1 } 是收敛{/、■}，使得 } 是收敛齡!1; 

CO 

gk ( I ) = ^^ jbk _ sin 2 nnjr ， 

n= 1 


记 




发 1 


并记 


I Sp — 8 r || 2 < 2 ( ^~^ )2 + 2 S ^ 2 * 

#i=l n^N 

0- 由于 L 2 [0，1] 完备，故可取 geL 2 [0， l ]， 


则 


因此 lim 




gp—gr 


使得 


II gp-g II -^0 ( 户 —oo )， 

oo 

g{x) = ^]b„sin2nnxj b n = \imb 

p-^oo 

n= 1 r 


再设 


Pn 


从而对任何 V ，有 


i^« I = ^ im 2 w i<i ， 

oo 

得即 ge 九故 a 是紧的 • 

"111 设 X 为賦范线性空间 M 是 X 中的有界集， 证明： A 是 

完全有界集 WV £>0,3有限维空间; CCX ， 使4中每个点与 X , 
的距离都小于 

证必要性设4是完全有界集，则 V e >0,3 


m 


e 


，工 


• • • 


6 Z ，使得 U WOci ， e )〕> l •记 X*=span { x !， x ”.”，: r «} ，则兄是有 

i = l 

限维空间，且当时，有 


/ t?(x ， Xmin (x ，<2：, ) <£• 

I 

充分性设 v e > o , B 有限维空间 x e /2 cx , 使得: tea 时， 

/>( x , X c /2 )<€/2. 则取 


B={y 兄々，存在工 G 乂 ， i ° (了， < y )〈 e /2}. 

因为 A 有界，所以 S 是又〜中的有界集，故是相对紧集 


设{力 ， y ”… jyn } C ! B 是的网，要证它也是 Z 的 


6- 
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因为 V 工 eA ， 必有 : 使得 〆: r ，： y)<e/2, 故 : yes. 于是， 

存在使得 〆 _y ， y)<e/2 , 从而 

p(x^yi)^p(x 9 y) + p(yjyi)<iej 


故 A 是完全有界集 • 

例 12 设 Z 是度量空间 X 的子集，证明 M 是完全有界集 O 
V e>0 和当 B 中任何两点的距离均不小于 e 时， B 必为有 


限集 


证必要性设 A 是完全有界集，则 V e>0,3 有限个点七， 


使得 Z(=UAKa,,e/2). 当 B 中点多于々个时，则至少在 

1=1 

某个 W(x, ， e/2) 内含有 B 中两个点，这两点的距离必小于 e. 

充分性设 V £>0 和中任何两点相距不小于 e ， 则 B 
必为有限集 . 设 5 = … 入 } ，即 V e>0, 可取到有限集 B ， 使 

得 V xeA,3 6,eB ， 有 〆 :c,6,)<e_ 也就是 B 为 A 的有限 e- 网，从而 


， 


CLi ， 


# » ♦ 


A 是完全有界的 


设 X 是度量空间，若 X 中的每个完全有界集都是相对 


1 


紧集 , 证明 : X 是完备度量空间 . 

证设 U-} 是 x 的一个基本点列，则 v £>o,3 weN , 使得当 

，工 w } 构成 { 工《 } 的有限 


时 $ p(x m jJo n )<ie. 这时 ， {a 

e- 网，从而 X 是完全有 界的 . 

由题设知， U-} 又是相对紧集，存在收敛子列，而有收敛子列 

的基本列必然收敛，从而知 X 是完备度量空间 • 

例 14 设是两个度量空间，映射 /: X—y ， 证明 ••/ 是连 

续映射 <=> 对 x 中任何紧集 A，/U : A—Y 是连续的 . 

证必要性是显然的 . 


，工2, 


m 


G X ，记 A = { I” | = 0 ， 1 ， 2 ， 


充分性设点列 UJCX ， 

} ，则 A 中任何点列必有收 敛于❹ 的子列，故 A 是 X 中的紧集 

由题设知 ， /U : A—y 是连续的，即 /0O— /( 工。 ). 说明对任何 J 

) ，从而 /: 是连 续的 - 


Xo 


_ • • 


均有 f(x n )-^/Cx 0 )Cn 


工 0, 
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例 IS 设 X 是紧度量空间，{人}是 X 上的一列实值连续函数. 

若{八}单调，且/„在 X 上点点收敛于连续函数/, 证明： {人}在 X 
上一致收敛于 /• 


证设满足题设条件，作 

九 ={«3 ： |/„0)— /Or)>e} ， /i = l ， 2 , …， 

因为 /«— /是 X 上连续函数,所以丄是闭集 • 设 {/ J 单调减少，则 


A l ^> A 2 Z ^- Z ) A n Z ^-. 又由 {/ J 点点收敛于/，易知 fl 凡=0 


N 


因为 X 是紧度量空间，由例6知,3 W 6 N ， 使得门儿=0.记 

n= 1 

0，从而当 n>JV 时， / ft ( x )_/ Cr ) 


N 


Aw = Q An ，即 An = A 
< e 对一切 xex 都成立，所以{人}在 X 上一致收敛于 /• 


= • • • 


N +1 


{/,} 单调增加时可类似证明 • 

例16设均为度量空间，/: X — y 是单射，证 明: /是连 

续映射的充要条件是/把 X 中的任一紧集映为 F 中的紧集. 

证连续映射必然将紧集映为紧集，故必要性是显然的 • 
充分性设有单射将 X 中任一紧集映为 Y 中的紧集，若{^} 

是由互不相同的点组成的点列， （《— °°)且 I 。关心，若 

lim/(JT„) 存在，则必有 lim/(x„) =/ (x 。 ). 因为 { 工。 ，尤 1 ， x 2 ，… } 是紧 

#-00 

集，由题设知， { fix ,) ，/ U ) ,/ te ) ,…}也是紧集，则 

lim/(xje {/(X”）|” = 0 ， l ， 2r"}. 


用反证法证 lim / G *：”）=/( xo ). 设 lim / U ”） =/(沿） M 关0,而 

n—oo 

，…}仍是紧的，则/(工。），/(々），•••，/(々-!)， 


{^0 


，工 k 一 1 9 + 1 


• • • 


， 


/( Xm ) ，…也是紧的，故 

fixk ) 6 {/( 工”）|« = 0，1广、是一1，是 + 1，.-}. 

这与/是单射的假设矛盾，从而必有 lim/OO =/ Xx 。). 

由上述证明知，若是一列点，且 
{/0 O } 的任何子列必有收敛子列，其极限为 / U ))， 从而 


) ，则 


X 


JOQ 


n 


87 


= /( x 。）， 即 / 在点: C 。处连续. 

例17设;是度量空间, A： 是紧的，: T : 是连续的双 

射, 证明： T 是一同胚（如果一个连续的双射： T •• X—y, 其逆映射 
是连续的，则称 T 是一个同胚). 

证 设 M 是X的任意闭子集，则由X的紧性知， A/ 也是紧的. 
又由连续映射定理, 7XM) 是紧集，又 M 是X中的有界闭集，则由 
第二节例8可知，: T— 1 是连续的，故: T 是一同胚. 

例18设 X是度量空间， M 是X 的紧子集： M—R 是连续 

映射，则: T 在 M 上有最小值和最大值. 

证 由连续映射定理知， 7XM) 是 R 中的 紧集. 又由紧性定理 

知， T ( M ) 是有界闭集.因此， infT ( M ). siipT ( M ) 存在，且 infT ( M ) 
eT ( M )， supT ( M ) eT ( M ), 即存在 a eM ， 使得 infT ( M ) = Tx x , 
存在 々 eM ， 使得5叩7"(^/)=7\2： 2 ，从而得7 1 工在 M 内 a ，： r 2 处分别 

取得最小值和最大值. 

例19设(不，巧）是度量空间 ，（X 2 , 外)是紧度量空间.在 AX 
X 2 上规定 


p((j ： lt j ： 2 ) t (yi t yz))= max (>1 0 ^ ， : yi) ，户 2 ( 工 2， A )) 

又设/是不到 X 2 的 映射.证明： /是连续映射 <^ G (/) = 

中的 闭集. 

证 必要性设/: Xi—X 2 是连续映射， V (々，>)€灰77, 
取一列 （ Xd / G ”)）€ G (/), 使得 / o ( x „，/( x ”）），（ x 。，^。)— 0 (”— 

oo ). 因为又 2 是紧的，{/(々）}是 X 2 中点列，故必有收敛子列，设 

/(工„ 4 )-►: Vi . 由于（尤》 4 ，/(')) — ( 工。，7。）（是—°°)，故 

又由/的连续性，必有 ： y 。 = )=/( x 0 ) ，从而 O 。, > ) = 

U >，/ U ) )) eG (/)， m & G (/：^ X 1 XX 2 中的闭集. 

充分性设 G (/) 是;中的闭集，，且 

X , («— ~).由兄是紧空间知， {/(〜）} 必有收敛子列{/(•%)}— 

: yo ，于是 ( 工〜，/(工 & )) - ►(xo ， : y 。） （是 


xo，：yi = 


n k 


yo 


). 又由于 G (/) 是闭的，故 
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( x 0 ^ o )6 G (/), 即 >=/ U >). 因此， {/( 二） } 的任何收敛子列均收 
敛于 3 V 又 {/( A )} 的任何子列均有收敛子列，故 Um / Gr ,) 

/ Cr 。）， 即/在：^中任一点: c 。 是连续的. 

例20设( X #)为紧度量 空间. 若 /•• X — X 是没有不动点的 
连续映射，证 明：存 在常数尺>0,使得 〆 ：《：,/(1))>尺对一切: 

同时成立. 

证作; f 上的映射丁： x — pC ^/ Oc )). 由/的连续性知，: T 是 
连续的；又由 X 的紧性知 ，了能 达到最 小值. 不妨设 K = inf{：Tr | 

ex }， 显然， iC >0 的充要条件是/没有不 动点. 

例 21 设 M 是 L 2 [ a ，6] 的一个子集， 证明: M 是相对紧集的充 


^0 = 




X 


要条件是 


(1) 平均一致有界，即存在常数 C ， 使得 


b 


\xit) \ z dt^C ^ xGM; 

(2) 平均等度连续，即 V e >0,3 3>0,当 | M <3 时，有 

|x(^+A)—x(f) \ 2 dt<Ce 9 xGM ， 


其中，《6[〜6]时，：1：(0 = 0. 

证必要性设 M 是相对紧集，又是 L 2 |>，6] 的子集，依定理 


2， M 必是有界集 


取 M 的网 XnX ：!， …， 


再取 


因为 M 相对紧，则 V £>0. 

谷>0,使得当 | Al <5 时，有 

jc i (.t-\-h') — 1 2 d^I <Y ， 

6 从,取 16 <«，使得 11 力 II 〈 ^^/^故 

\ 1/2 

Ij ： ( 广 +/i) — x(f) I z dt j 

a 

(|* |x(’+ 九） — x,(^H-A) I z df J +(j* I 工 》 •“+△) _ ■ 2 ： i.(() | 2 dij 




1/2 


，M 


V 


X 


b 


1/2 
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+ (J \j0i(t)—sc(O \ 2 dt] <v ^， 


1/2 


即平均等度连续 


2 h \ t ^ 


充分性利用例 4 的结论，对于 A >0, 记 
设 M 满足题设条件，则 








\x n (t)—x(t) | 2 df 


(x(^-hr)—x(?))dr dt 




m 


|x(i+r)—x(f) |dr dt 


< 


Ah 


< ^ 1 J 


|:r ( 龙 + r) — jo^O 1 2 drdt 

(Oi 2 di) 


fJJ 


dr<e% 


工 （£ + r) — x 


2 h 


即 〆 〜#)<£， 故 M 是相对紧的- 

例 22 设 M 是 L 2 ( — oo , oo ) 的子集，证 明： M 是相对紧集的充 


要条件是 


(1) 平均一致有界，即存在常数 C ， 使得 


1 


U ⑴ | Mr < C , xeMi 


(2) 平均等度连续，即 V e >0,3 占>0,当 | A |>5 时，有 


xQ-\-h) — joCO | 2 ck<e ， Af ； 


(3 )V e >0, 存在数>1，使得 


f 


U(0| 2 ck+J \x(t)\ 2 dt<e. 


证必要性条件 （1)、（2) 的证法同例 20. Ve >0, 取 A / 的 


V"T 


和 A >0, 使得 


Xl ， X 2 ，" •，工 


n 


K ) 


Xi(0 \ 2 dt<Z—$ 


t = l ， 2, … ， n ， 


PJV xeM . 可取々 ，使得 | U — 々||</了/2，于是 
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" / r—A r°° \ 一 

[( L + JJ_ |2df 


1/2 




^ II x — Xi II + 

即条件 （3) 是必要的. 

充分性设条件 （1)、（2) 满足. V e >0, 取满足条件 （3) 中的 


\jOiit) \ 2 dt \ < sfT 


4，并记 Mx= I/6A /} ，则是 M 的 网.由条件 (1) 、 

(2) 及例20的结论, Ah 是相对紧的. 

因为度量空间相对紧的充要条件是V £>0存在相对紧的 
e- 网，所以由相对紧即可得出 M 是相对紧的. 


设 C(TO 是紧度量空间了上复值连续函数全体， V xG 

| =max \xCO 

ter 




，Mczccr)， 证明： m 是 ccr) 中相对紧 


C ( T ), I 


集的充要条件是 

(1) 存在常数 C， 使得 V x€A/， 有II I II <c； 

(2) V £>0,3占>0,使得 V 工 eM ， 当 〆 G 山)<占时，有 

\x(tO—x{t z ') | 〈 e. 

证必要性设 A / 是相对紧的，所以 M 是有界的，即条件 （1) 


是必要的 


€ 


因为连续，所以有心 >0 


V e>0, 必有 Af 的 ^- 
(V = l ， 2, … ，是），使得当 p{tft r )<.S v 时，有 \ ac{0 — jcC t 1 ) I <e/3, 

1^==1，2^”，是*取沒 = min {& ，攻2,…，及*}，则 V xeA /， 只要《， 〆 满足 
f 一〆丨<5,就有 \xit)—xit ，y ) |<e. 

因为对于: r€M ， 存在使得 〆 x，;rv)<e/ 3 , 所以 

^ | 工（“） ^ - : Tv(,l ) I + | 办（ ,1) _ Xyi.tz) | + \xvCt 2 ) — J0yC^2^ I 〈 e ， 

即条件 (2)( 等度连续)是必要的. 

充分性设 M 满足条件 （1) 、 （2) ，则由 C(T) 的完备性，只需证 

M 完全有界. 

V £>0,由条件（2)，存在3>0,使得对时，有 


工 1 ，工 2 ,…，工 


傘 


n 
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|^(^)-^(^)|<£/3. 再利用 ccr) 的紧性，用有限个半径为 3 的小 
球覆盖 M， 从而证得 A/ 是相对紧集. 

例24设 d ，外）是度量空间， （X 2 ，内） 是紧度量空间，在 
不 XX 2 上定义 


piix\ yXi) , (jyi »y2)) =rnax (i°(^l ， : yi) ， /°( 工 2 ， : V2 )) ， 

又设/是：^到&的映射，证 明： /是连续映射的充要条 件是: GV= 

中的闭集. 

证必要性因为映射/ :兄―连续，所以，可对任何 

(1。，>) EG/ 取点列0^，/0„)) 6G/， 使得 p {( x , f ( x M )), ( x 0 f y 0 ) 

% 

— 0 (n-oo). 因为 {/OO} 是 X 2 中的一点列，而是紧的，从而存 


在收敛子列 • 不妨设/(%)—外因为 （工~，/(、））4(工。，3；。） （々 

oo)， 所以 


JOo ^ yi ^ yo 由于/是连续的，从而有 


Vo =: lim/ ix n ^) = /( 工 o). 

* 一 CO * 

(工 o ，： yo) = ( 工 o，/ (工 o)) GG/ 


于是得出 
即中闭集. 

例25证 明：序 列空间 *S 中的无穷子集 M 为紧的必要条 件是: 

，使得对于所有1={心(工）}€从，有|匕0)|<1；*. 
设条件不成立，则必存在一个 々D，V neN， 有 aGA /， 使得 


存在数 Pi 


fVz ， 


■ 鲁 # 


|灰 0 (工） l > n * 

因为 工„广工=^ 0 (% )-^*。(X ) ，而 | e* 0 (x„.) I >n, ，所以 U”} 不 

可能有收敛 ¥ 列，与从紧^盾. ’ 

^ 可以证明，这也是 A/ 为紧的充分 条件. 
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第二章线性有界算子 


第一节线性算子与线性泛函 


主要内容 


1.定义1设 A 是实数域或复数域，是域 Z 上的两个线 
性空间， D 是 X 的线性子空间，了是 D 到 Y 中的一个映射，若 
V D 及数乂，有 


T(.ax-\-^y) = aTx-\-^Ty, 

则称了是线性 算子， 是 r 的定义域，记做 ZXD ,也记做逆 ( T ). 
集合 7 T >={： TrkeD } 称为了 的值域，记做及(了），也记做淡 ( T ). 

当 R(T)CA ， 称 T 为实的（或复的）线性泛函. 

2.定理1设了是賦范线性空间 X 到賦范线性空间 y 的线性 
算子.若了在某一点 ^ e / xr ) 连续，则在 / XT ) 上处处连续. 

定义2若算子了将其定义域中的每个有界集映射成一个有 
界集，就称： T 是有界 算子. 不是有界的算子称为无界算子. 

定理2设了是賦范线性空间 X 到賦范线性空间 y 的线性算 

子，则下述命题 等价： 

(1) T 是有界线性 算子； 

(2) 存在常数 M>0, 使得 V : cex 有 II h II IU II ; 

(3) 了是连续的线性 算子. 

3-设； i ：， y 是两个賦范线性空间，了是义― y 的有界线性算 


子，则称 
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Toe 


T 


=sup 

工 垆 0 


为算子: r 的范数. 

有界线性算子的范数是有界的 
对于有界线性算子 T ， 有 

l | T ^| i <|| T || II 


， x^：X j 

Tx || = sup || Tx 


且 


T 


A 


4. 线性算子了有界是连续算子 • 

定理3设 x 是賦范线性空间，/是 x 上线性泛函，则/是连 
续的充要条件是/的零空间从={：«：|/0 1 ：)==0}为 x 的闭子空间. 

5. 定理4设是賦范线性空间，是 x 到 y 的有 

界线性算子全体，则按通常的线性运算及算子范数成为 
賦范线性空间. 

定义3设; c 是賦范线性空间，将 x 上的连续线性泛函的全 
体记为 ； r ,; r 按通常的线性运算及泛函的范数构成一个賦范线 

性空间，称为 x 的共轭空间. 


设 x 是賦范线性空间， y 是巴拿赫空间，则 


定理 


_ 


y ) 是巴拿赫空间. 

定理6賦范线性空间的共轭空间是巴拿赫空间 • 

7.设 X 是賦范线性空间，又是 代数. 如果其中元素的乘积满 
足11^11 <11 x 11 lly II ,则称 X 是陚范代数 • 完备的賦范代数称 
为巴拿赫代数. 

定理7当 X 是巴拿赫空间时， Y ) 是巴拿赫代数. 

定理8设 X 是巴拿赫空间， X )，则 X )中一 

切可与 A 交换的算子全体记为是的子 代数. 

定理9设： X )，则极限 

lim || T " || =inf 7 I ! T " || • 
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难解析 


怎样理解线性算子概念？ 

答数学分析中研究的 R (或 R 子集）上的实值函数，是从它 

的定义域到 R 中的映射.在泛函分析中，把向量空间到向暈空间的 
映射称为算子，而线性算子是保留了向量空间两种代数运算的算 


子，如 


(1) 设 X 是向量空间，映射 J :: rh -: r 是又上的恒等算子 J 是 


线性算子 


(2) 设 X 是向量空间，映射 O : x \ r * d 是零算子，零算子是线性 


算子 


(3) 设尸是|>，幻上所有多项式组成的向量空间， 
T •• 0^)卜^是微分算子，是尸|>,6]上的线性算子- 


dt 


(4) TxO)=J i(r)dr 定义一个从 C[a ,6] 到自身的线性算子， 
称为积分算子 • 

(5) 7^0) =trG) 是 C[a，6]—C[a ，6]的线性 算子. 

(6) 一 个 m 行 w 列矩阵4=(%)通过 

y = Ax y x= (^) G R" (Vi) G 

定义的算子: T : R"—R M 是线性 算子. 

线性算子有许多良好的性质，是今后研究的主要对象.但要注 

意，在不同的空间，如賦范线性空间、巴拿赫空间、希尔伯特空间上 
线性算子有些性质是不相同的. 




方法、技巧与典型例题分析 

要求首先是辨析概念，对线性算子、线性泛函有所了解，能证 

明一些算子是有界线性算子.其次是对賦范线性空间线性算子的 
范数有所了解，能求一些较为简单的范数.对线性泛函问题，应对 
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其连续性与有界性有所掌握. 

例1证 明：从 R 2 到 R 2 的下列算子 

T , : (&，<? 2 )卜（$，0)， T 2 : (&，心）卜（0，匕）， 

_ 

T 3 : ($，6 2 )卜(&，〔），7\ :(匕， 6) 卜 ( rK ) 

均是线性算子，并从几何上予以解释.指出乃，了 2 ，了 3的定义域、值 

域和零空间. 

证容易验证，对于:^，7^，了 3 ,7%，有 

Tiax -\-^ y )~ aTa :-{- j 3 Ty 9 x , y^：Dy «,/3 G -4 

成立，所以乃 , T 2 , T 3 , T 4 均是线性算子. 

(1) 7"\ 是(<?1，$2〉到 & 轴的投影 ，£ HT " i ) = R 2 ，只 ( T * i ) =$1 轴， 

零空间 wcr )=$ 2 轴. 

(2) 了 2 是 （ H ) 到匕轴的投影， oct 2 )= r 2 , 尺 cr 2 )=^ 2 轴， 

零空间 7^(70=$ 轴. 

(3) T 3 是 （$,$) 关于直线的反射， / XT ^^ R 2 , 只(了 3 ) 

= R 2 , 零空间 N ( T ) = 原点. 

(4) T 4 是 ( U 2 ) 是一个相似变换. 

例2设分别是向量空间 X ， y 的向量子空间 ，* T : X—y 
是线性算子，证明::^ ao 与 t ~ w ) 均是向量空间 • 

证 （ 1 ) V yi ，％ G 了 （ V ) ，彐工1，工2 € 7，使得 夕1 = ^^1 ， h 二 

Tx 2 . 由于 V 是向量空间，又了是线性映射，所以 

°yi ^yz = oTxi + ^Tx 2—T (.axi + ^x 2 ) ^T(V) » 

故 TOO 是向量空间. 

(2 )V x ”： c 2 eT - l ( UO , 有：由于犯 
是向量空间, T 是线性映射，所以 

Tiaxi -^- pXz ) = aTxi -\-^ Tjc 2 ^ W , 

即 ax ^ Bxz ^ T ^ iW ), 


故 T ^ CWO 是向量空间. 

例3设了是线性算子，证明 
(1) 值域及(了)是向量空间； 


96 


(2) 若 dimZKT") ， 必 dimi?(T)^n ? 

(3) 零空间 AK70 是向量空间. 

证 （1 )V yi , y 2 eR ( T ), a ^ eK 3 : r !， x 2 e / X ： T ) ，使得力= 

了 工1 ，3^2=了工2•由于乃(了)是向量空间，故十床 r 2 eZXT") ，从而 T 1 

(^ + fe)e^(T ). 因为: T 是线性映射，有 

T { axi -\-^ x z )= aTx l ~{'^ Tx z = ay x + ^ y 2 , 


所以即尺 cr ) 是向量空间. 

(2) 若在 /2 CT ) 中任取 n + 1 个向量 A ，: y 2 , 

使得 


则 £ KT ) 中 


3 Vhi 


=Tx rt+1 - 由 


必存在 < 2 ^ ， X 2 ， 


攀_ ft 


，: y«+i 




2， 


} 必线性相关，从而有不全为 


題设 dimZKT ") =/ 1 ， 故 { xi ， x 2 ， 

零的数叫 

性的，且乃=沒，故 


， Irt + 1 

使得 a 1 jr 1 + or z x 2 + …+4+^+1 = 沒_由了是线 


，°^+1， 


，， 


攀毒學 


T{a x x x H-a 2 j：2 ^- H^«+ 1 工 ”+ i)= a \yx^- a 2yz + … + a «+i ： y«+!= 没， 


且…，是线性相关的，因此依定义，有 dini /? Cr )< 

(3 ) V Xi ，工 2 G W (了），有了工1 =没，了工 2 ，故 V a ， 卢€尺，由了是 

线性的，有 


n 


T { ax l J tPx z ^= aTx l + ^ Tx z = d , 


即^^ +和义…”^从而知^^乃是向量空间. 

设 / CG ， f ) 是0,6]父|>，6]上二元勒贝格平方可积函数， 
空间1 2 [^，6]上的算子： T 定义为 


m 


b 


( Tx )( f)=J X ( s ， r ) XCs )< i 5， xGL 2 

证明 :了是 L\a yb ]-* L z \_a ,6] 的有界线性算子，且有 

' T | I ^( J1 , _ 

证 V : rGL 2 [ a ，6]， 把 x 视为 [ a ，6] X [ fl ，6] 上的二元可积函 

数，则函数是二元可测的，且有 

% 

| K ( j ,<) X ( j ) | 2 + | X ( s ) | z ) » 

所以， / CG ， r ) XG ) 是二元可 积的. 依实变函数的富比尼定理，积分 


1/2 


\KO,t)\ z dsdt 
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K ( s ， t ) X ( s ) ds 存在，从而 （ TVKO 是 f 的可测函数 

利用赫尔德不等式可得 


j 6 lK(s 9 0\ 2 dsj 

由题设条件可知，上式右端是 * 的可积函数，从而左端函数也是尤 
的可积函数，即： TxeL 2 |>，6]. 

容易验证，算子 T 满足线性性.而 


b 


|(Tx ) ⑴ | 2 < 


\ x ( s ) | M 5 


b 


d ^n 


I (Tx) (/) I 


2 


\ K ( s , t )\ 2 dsdt \ \ X ( s )\ 2 ds , 


Tx \\ 2 <| \ K ( s , t)\ 2 dsdt - || x I 

ij 

([I | 2 dsdfj 

算子了 称为希尔伯特-许密特型积分算子 
例5设在/ /( —00,00) 上定义算子 


2 


1/2 


从而证得 


is ^ 


xCt)dt ^ L l C 一 co，oo ),— CXD<5<00. 


(Tx)G) = 


e 


证 明：： T 是 1/(— oo , c «) 到 C (—00,00) 的有界线性算子 

证由积分性质 ，了的 线性是显然的.而 

II Tx || =sup I ( Tx )(5> I =sup 


LK^ 


xiOdt 


e 


|: c ⑴ \ dt = 1| 


X 


从而知 7" 确为 7^( — oo , oo ) 到 C (一 oo , oo ) 的有界线性 算子， 

设尺是|>，幻 x 0,6] 上的二元连续函数，在 




上定义 


( Tx ) Ct )=\ KCs , t )^ cCsHs , 


证明: T 是 C [ a ，6] 到 C |> ，幻的 有界线性算子，且 

\ K ( s , t )\ ds . 


\ T \ 


max 
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证由题设条件与含参变量积分的连续性知， h / C ( 5 ，£): rG)(h 

Mt 的连续函数，故 7^ ec [ a ，6]. 由积分性质，了的线性是显然的. 

下面 求了的范数. 


b 


b 


= max \KisfOx(s)ds |^max |K(5,f) \ds 

t J a t J a 


I Tx 


x 


|| T || ^max |X( 5 ^) Ids- 

t J a 

又 I 山是 f 的连续函数，故 3 [>,幻，使得 

f |KG,^ 0 ) |ds=maxj 


所以 


b 


\K(s,t)\ds 


K (5 j i 。）^^0 ， 


♦ 


(5)=signKG ， ^>)= 、 0 ， KXs 山 ）= 0, 

■ 

^ — 1 ，尺 （ 5 ， i o ) 〈 0, 


记 


Xo 


则 X 。 是 [ a ，6] 上可测函数，有 


b 


iKCs^to) |d5= K{sjt 0 )a ： o(s)ds 


若记 M — max I K (5 ? ^ 0 ) 丨 + 1 ，利用鲁金定理，取 A G C[<3 ， 6] •使 

s 

II Xn II <1，且 


\x 0 (s)—Xn(s) Ids^l/(nM ) ， 


K( 5 ^ 0 )x 0 O)d 5 — KCSjt c )x„Cs^)ds 


则 


^ \K(s 9 to) I \jOo(s)—JC n is) |d5 


^ max |7 C (5^ 0 ) I j Uo (5>— x „(5> l d ^~ 

1^(5^ 0 ) 1^5 =| KGfto ^ xois^ds 

^[ KCsjt 0 )[^ x 0 ( s ) — x rt ( s )3 d 


于是 


5 


b 


+ K(s 9 t 0 )^H(s)ds 
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II Tx n || <士+ || T || , 

\ K ( s 3 o \ ds ^ || r I 




n 


从而知 


max 


与前面结果综合，即得 . 


b 


I T || 


\ KCs , t)\ds 


max 




例 7 设在1^[0,2<]上定义 


2 穴 J 。 1 _ ze 


2* 


X ⑴ 


d ,， x ^： L l [0^2 k ~\» 

证 明:: T 把/；[0,24中的元映为单位圆 （ UI <1) 内的解析函数.设 
A p (/»<1)为在内解析，范数为 ||：y B 

函数构成的賦范线性空间，则： T 是 ^[0,270 到小的有界线性算 


( Tx ) (5：) = — 


ii 


I〆 ：） I 的复 


= max 

W </» 


子. 


证易证 A , 是賦范线性空间， 

下面证对于:^人 1 [0,270,7>在（|刻<1)中解析.设|々|<1， 


当之 — 时，有 


( Tx ) U )-( Tx )( z 0 ) 1 


x { t)e 

2幻。 （1 — z ^ e u ) 




2 霣 


u 


Trrdt 




z — z 0 


* 

It 


it 


x ( t)e 


n 


(1— 26 ^ )( l — z 0 e lt ) l — z 0 e 


r : \dt 


u 


2 ir 


< 2^1 

所以知 T : c 是解析的. 

V /o<l, 取 《>0, 使得当 时，有丨 1 一 ze u |>a>0 

则对工€/^[0,27^]，有 


2 n 


1x(,) 


r , 0 


1 — z 0 ^ u 1 — ze u 1 — z 0 e u 


0 


工⑴ 


2^\ 0 1— 沈 


2* 


dt 


\\T 


\ T ^ M\=tnaK 


max 

UI </» 




X 




X 


2 na 


故了是 //[ Odir ] 到人的有界线性算子. 

]8 证明： 有界线性算子了： X — y 的值域 RCT ) 在 Y 中不一 
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定是闭的 


/T 


证令 


( Vj n) )= T ^^„= (巧 ， 匀”) = 


则 x n er . 




y - 


朴厂 

= V”yA 以丁） • 而 : y = 


汴) — f ; = vT ， tf ° = 


(” + i ) ^TT 

( 7 >) e /? cr ), 但是，由于 1 =( 0 吞 r % 所以 3 ^/? cr ). 即尺 cr ) 在 y 

中不一定是 闭的. 


例9设 x 是由所有 n 个实数有序组所组成的向量空间 . y 是 
由 r 个实数有序组全体所组成的向量 空间. rX « 矩阵 4=( 心 *) 定 
义一个从 X 到7中的线性算子，设 Z 是所有 rXn 实矩阵所组成的 

向量空间 


II 2 分别是 x ， y ， z 上的范数. 

与 II • II ” II • IU 


如果 II 如 || 2 < Mil II o ； || :，则称 || 


Ajo 


定义的范数 II • 11与 


相容，证明：由 II a II = 


p ~] 

^0 I 

II 2 相容.这个范数称为 II • II i 与 II • II 2定义的自 

然范数.若取 II 工 || i = max |^| , || y || 2 = max | v)l ，证明：自然范数 

夺 


SU 


X 


xex 




1， 


为 


S 

*=1 


A 


=max 


a jk 


证先证第一个论断.因为 


= max ^ajk^k <max^ 

> Jt = 1 ) *=1 




Ax II 2 


max 


cijk 


= II A || II JC II 

所以， || II *2： II ” 即 II • || 与 || • II M II - IU 相容 • 

再证第二个论断，由 II 如 II 2 < II A || - II X II M # 

II Ax || 


II A II ,取使得^]|以丨是最大值的 y 

1 k =\ 


，令： r 0 = 


sup 


(拉），且 


<^sk I / ^sk ? ^ 5 * 7 ^ 0 ， 

CL^ ―" 0 


62 = 


0 , 
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II 工 0 II = 1 ， 


则 


n 


义工<? y 2 

工0 II 1 


=11 >1^0 II 


max 




n 


= 2 \ a J k I = 

i 


ah 


如果选 

II i=2 m ， II y II 2=y^ I? 

;=1 *=1 

II =S I S a >*^*l^2j2j i a >*i 

>=1 k^l *=1 j=l 

^max 2 I a jk I * S H I = 11 4 

* >=i *=i 

与 II • II x 及 


n 


2>釗， 

>=i 


A || —max 


x 


Ax 


x 


II 2 相容- 

oo 

) 满足 supD 

,>=1 


则此时， 




< oo ， 作 r ° 到 r ° 中的 


10 设无穷矩阵 u , 7 


a 




算子如 下：若 


(? i ，72，".）， Tx ^ y , 


d 冬2,…）， 




y 




X 


Vi = y ] aij ^ j ^ 

j=l 


1,2,- 


则 




= sup ^) 

* )=1 


证明 ： II 了 




证因为 


| S ^|< sup 2 

j^= 1 J = 1 

oo 

< supy ^ I a h I . 

1 )=i 


Tx || =sup |7,1 =sup 


X 


^ J J 


U 


T 


所以 


又 V e>0, 可取到数々，使得 

. S | a *, [> sup 2 i 

;=1 * j^l 

取: r=(H …），其中 f* = sign(〜） ，于是， II x I 


a ；, — € 




1, 且 
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^ 1 = 2 ^ ak J I 

>=i )=i >=i 

CO 

T || > sup 2 

* j=l 


Tx 


— sup 

_ 


因为 II Tx\ 


T 






X 


a；i 一 e 




T II >sup 2 \aij 

i : : 

户 1 

II T|| =supS 

1 

oo oo 

设无穷矩阵 U v ) 满足刃 （Z k ) 卜） 

|- = 1 j= 1 

作 r 到 P (1</><oo) 的算子如下：若 x = (n 2 , … ），则 7"x = 

oo 

) ，其中 7,= ^) 山名 _ 

证由 ( s^Hsisarr 

^ * ， 

<(s(i># 广 2 阶） 

h A 4 - 

=(s(i>"i 9 广 ) Ssia) 


令£今0，则 


综合两不等式即得 


da 


*J 


p/q 


11 


<°°> + 7 =1 - 


证 明 :: T 是有界线性算子 


(7” 72, 


• * * 


1 /户 


i/p 


可知 ， TGBCl fi —n ， T 是有界线性算子 • 

下面求 : T 的范数 . 一 种是直接求法，如前面例 6 与例 10 中的那 

样.要证明 II 了 || =A/ ( 数），由 || T || = sup li Tx tl , 

I 4：| =1 

对一切单位向量 x( IUII =1) ， 有 If Tx II <M; 另一方面，又设法 

取一特殊的 X 。 , 使得 II ： c。 II =1 ，而 || 7i。 II =M ，另一种求法是对 
范数作一个估计 . 

例 12 在空间妒上， V 

oo j \ ; 在空间炉 "，>/ : y=( ： yi ，： y2r" ， : ym ) 定义 11 yll 
且映射了 ：妒 — 与 mX « 矩阵4-=(叫)对应.求 || 了 || . 

设 : y=7 ^， 则 


一方面证明 


) 定义 


( 工 1 ， JO 


X 




X 


» X 


2 , 


n 


I jy ,-1 ， 


max 




max 

l <7<« 


1«相 


n 




I Tx 


众 ij 工 j 


=max 
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<(max2l a ol) ^ 

j=\ 
n 

=(max D ko l) II 
v i < i <«7 rr 


k > i ) 


max 

\<j<n 


X 




|| Tx || < max 


II T || 


从而 


sup 




I<1 


I 

l<i<m ;s==1 




又设 s 

)=1 






cii i = max 


v 


) ，其中 xP = signa v ，则 | U (1 =1，而 

« 丨 w 、 

T || ^ II Tx (0) || = max | 2 〜 x ) 0> | I a v^ 

l«m I 1 

if 

=max 2i \ ai A » 

n 

max 2^j I I - 


(0> 


= U [°\ xi °\ 


，工 


综合两不等式即得 II 了丨 

定义 了 ： C 。— Z 1 ， 当 Tx = y , 

= ;|> n |< oo , 求 Iir II 

«=^1 




=( 工 „) 时 ，: y = i^x^x ， 


x 


例13 


) ，其中少，“ 

易证： r 是线性的.又 

^\a n x n \<^]\ctn\(supM) 

rt=l “ 

OO 

I <«=21 

1 




a 2 x 2 ^ 


=a x 


II Tx\ 




T 


<^n 


所以 


，1，0,…）， 


取工 u )=( l , l ， 


又 V e >0,3 数 M 使得 Hkl > 

t = l 

I 

|| =1 eCo •有 

II T || ^ II Tx 

由 e 的任意性，故 II 了 II 


• • _ 


a — e 


k 


a ) 


则 ii 


x 


ii =2 i a, 1 〉 

i=i 


a ) 


a — e 


2 

«=i 


综合两不等式即得 


=a= 
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例 14 设线性算子了 ： C[a，6] 定义为（了/)(工）= 

/⑴ cli •证 明：|| Tj| =1- 


证任取 /€L[a，6]， 使得11/ 


i/(Olck=l， 而 




/⑴ dr 


|(T/)U) 


I Tf 


max 


= max 




^max |/(/) \dt= 1/(，）|d£=l， 


即得 mi <i, 

又取 /o(0 = l/( 6 _a)， 有/。€ 14 >, 6 ]，且 |1 /。 || =1，故 

II Tf II > || T/o || =max 

1 


J 


g \JLv 

b - a 


T 


sup 




J 


d ( = l ， 




b —— a 


即得 imi > i . 

综合两不等式即得 ii 了 ii = i - 

例 IS 设线性算子: r : L|>,6] 定义为 (T/)O0 = 

/⑴ cU， 证明： II T|| =b-a. 

% 

证任取 / ei |>，6]， 使得 ll/ll =1. 因为 

[I f f(t)dt dx^[ f |/(/) \ dtdx 

J a \ J a J aj a 


Tf\ 




<fj 


\f(t) |didx=J ldx=b—a 

又对任何使 fl + l / n <6 的自然数《，作 

n 9 x6 [a，a + l/«]， 

0， x 6 + 


fnC ^ = 


则 II A II =1，且 


a+l/n 


f 


J :| J :/"(_ dx = J 

= b—a — l/(2n)^- || T || >sup || Tf n || =b — a 


Idx 


nix — a)dLr+ 


Tf n I 




a-hl/fl 
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综合两式即得 II :r II =b-a. 

例16设 CO ,6] 是/=[>，幻上连续可微函数全体构成的賦 
范空间，其范数为 


JC 


x ( f ) | +max |工’ （ f ) | ， 


max 




证明：此范数满足范数公理.令/(:^二^⑺“二心+幻/^证明：/ 

是 C [ a ，6] 上的有界线性泛函.如果将/看做中所有连续 
可微函数组成的子空间上的泛函，证明:/是无 界的. 

证其范数满足范数定义中前两个要求是显然的，又 

II 工 +*y II =max | x (^) +,y(^) I +max \ x ' (i)+y Ct ) | 

^max | x ( f ) I +max |^( f ) | +max \ x f ( t ) \ +max |y ( t ) 


= l | x || + 


y 


从而知此范数满足范数公理 • 

因为在 CTO , 幻上，有 

I / O ) | = | x ’（ c ) |< maxU ( f ) | + max | x ’（ f ) | = || x ||, 


则 / 在上有界 • 

对于每个《，都存在一个 x a ec |>，6]， 且 w ( c )= i ， u „ a > i < 

1/ w ， 于是，有 


|/( x )|_|/( x 0 )|_ I 乂 0:)1 

IMT ^ II x, 

所以/在 a > ，6]上是无界的. 

设/=0是向量空间 x 上的任意线性泛函 ，❼ e 
XW (/) 是任意固定的元素， 证明: 对任意 o ： e > r , 有惟一的表示式 

x=ax 0 -\-y^ 

证由于 々 eXV / VX /)， 所以 / O 。） 关 0， V 工€又，令 a = 

/( x )//( x 0 )，： y =: c — 盯 0 ,则 

/(，)=/( 工 ) _ 

= ax 0 +y^ y^ ： N(f) 


〉 n ， 


sup 


max | x ft ( f ) 


«6 


17 


/(x) 


/( x 0 )=0, 


/( 工 o) 


故 
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若 虹 0 +夕=虹 0 + 7 ，则 3 ；— 3 ^= ( a — a ) x * 由于 ： y € W (/) ， 所 


以 


O — a)/ (: r) =fiy — y} = 0* 

又因为 /( j :。) 古0,于是所以表示式惟 一 . 

求 c[-l,l] 上线性泛函 /Oc)=f 工⑴ df-J xit)dt 




1 


0 


的范数 


任取 — 1，1]，有 

| | x (/) | d ^+| | 

可知/为有界线性泛函，且11/11 <2. 


|/0 cX 


x ( f ) | d ^^2 || 


x 


9 


尤 6 ( —1 ，一 1/n) ， 


取 


(^)="\ —ntj ( — l / n ， l / n ) ， 

< —1 ， f 6 (l/w ， l ) ， 

=1- 于是 


x 


n 


可知， Aec[-l，l]， 且 II 


X 


n 


l/n 


-l/n 


\ 


ntdt + I rtfdi+J dt 


0 


f ( Xn )= 


df - 


一 l/n 


l/n 


—1 


0 


= 2 — l/n 


2, 


从而得 II/II =2. 

类似(取: cg )= i/(vt yr)) 可求上 2 [0，1]上泛函 /u)= 


/ Txg 2 ) 山的范数为 || / 1| = /y/2 

19 证明： 賦范线性空间X上非零线性泛函/不连续的充 

要条件是/的零空间 W) 在X中稠密 • 

证充分性用反证法证.设/是连续的，则由零空间 AT(/) 的 
稠密性可知, V：r€X， 可在 W(/) 中取到一 UJ, 使得当 n—oo 时， 

于是 lim/k) = /U) ，即 /Or) = 0,与题设/尹0相矛盾. 

黷 ― CO 

必要性设/不连续，则由线性算子连续性定理知，/必在 
= 0处不连续.从而存在某正数£与一点列使得当心—0 

时， | fi^On ) |>0* 


0 




X 


107 


/(X) 


/( T ) 


V 工 GX ， 显然 


€"(/)，且当《一〜时, 


X — 


X 


X — 


X 


/(工”) 


n 


/( 工 j 


n 


— X ，所以 w ) 在 X 中稠密 


例20设/是賦范线性空间 X 上非零的有界线性泛函，// = 
uuex ，/( x ) = l }， d 为 X 中的零元 (9 到//的距离，即 d = 

inf { IUII ke //}， 证明： 


/II =+ 


d 


证由题设知， v 工 eH ， 有 

1 H / WI < II/II IU ||=>||/|| > i /|| 

对所得不等式两端取上确界，可得 

II / II ^sup{l/ II X II \x^H} = \. 


X 


再证反向不等式也成立.由范数定义知 ，V e >0,3 使 

于是，取5。 = t 。// (為），则 


得当 II Xo II = 1 时， | f ixo ) I ^ II f \\ 
f ( Xo ) = 1 ， 即： r 。 G // 且 

1 = II ^0 li = i/(x 0 ) I || Xo || >( II / il —e) II Xo II ， 




c-^0 


d< || So II < 


则 


I/I 


ii/r 




综合两个关于 j 的不等式，得 ii/ii =士 

21 设 X 是 C |>,6] 上有连续导函数的全体函数组成的线 

性子空间.算子去 •• : r (0. 证明 :基是 X 

的线性算子. 

证取 xJGee 


一 《 (t — d) 


=1，2,…，易知，对 一 切 n ， 有 


， n 




— nCt — 4j) 


1， 




max e 




x 


d 


——= -似"⑴， 


由于 


( t ) = —ne 


x 


dx 


n 


a 


从而 


(” 一 ^ oo ) 




PI 
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d 


E 满足线性是显然的，但是是无界算子 


例 22设分别是向量空间 X,y 的子空间，： r :叉― y 是 

线性算子，证明 :7 XV ) 和 t - Uw ) 都是向量空间_ 

解因为 V :存在 a ，: CjjGV ，使得 

Tx 2 .又 V 是向量空间，由题设知,了是线性的，所以 

+ 办 2 = « Tx ! + jSTx 2 =T (a Xl +^ 2 )6 T ( F ). 

于是 7 XV) 是向量空间. 

v ： d ， Ae : r — kho , 有 


Tx x =y x ew, Tx z =y z ew. 

因为 w 是向量空间，: r 又是线性的，于是 

T{axi J tpx z )=aTx x - i r^Tx2^：W y 

即 ax^^er^w). 


从而 T-HWO 是向量空间 


^Tt jc(t 2 )dt 的范数 


23求 JL 2 [0,1] 上泛函 /(X) 

直接计算即得 






1/2 


1 x(r) 


dr ^— 


/(x) = 


sTi 


X 


取 lOOzVC/y yr)， 则有 llxtl =1, 且 /G：)=#/2. 所以 

II / II = 

例 24 设 : r : X—y 是线性算子，且 dimX=dimy=”<co, 证 
明 ：/i(T)=y 的充要条件是: r— 1 存在. 

证必要性设及(了）=7,(6 1 ,6 2 ,_”，6„)是卩的一个基，则存 

n 

在使得 令 

i=i 


e. 因为 了是线 性的，所以有 


a ^j 




^ctjTej^ 2 a i b i = ^ 

j=l i — 1 
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由于 （ h ，匕 ，…，乂）线性无关，得 


= of „ = 0, 所以 

若 则 j ：= 使得 

>=i 

产 ^^jbj = 0, 

>=i j=i 

^1 = ^2= *** = ^>=0» 

即 1=久 故由逆算子定理知,了_ 1 存在. 

充分性可由逆算子定理直接得出.（见本章第五节例 1.) 

例25设 T 是从賦范线性空间 X 到陚范线性空间 y 的线性算 

子，如果: T 的零空间是闭集，: T 是否有界？当 T 
是有界算子时 ， TV CO 是否必为闭集？ 


ai ~ a 2 = 


n 


(於1 ， g ， …，^*)是 X 的一^个基 • 


ft 


Tx 




从而 


当 ( x ^ lCNCT ) jXn-^x ( w — oo ) 时， 7^ = lim 7" x „ = 0 ，故 


e n ( d . 所以，当： r 为有界线性算子时， wen 是闭集 • 

但是，当 iVKT ) 是闭集时，： T 不一定 有界. 例如，若 X 为 C |>，6] 

中连续可微函数全体，定义 ： T : X — 01>，幻， (: Tr )(/) 士，)，则 

NiT ^ = { xAxM = C,C 为常数 }• 

显然， akt ) 是闭的，但： r 却是无界的. 

例26设 Co ( — oo , oo ) 是（一 oo , oo ) 上适合条件 li m /(_ r ) = 0 

x-^oo 

的全体连续函数按普通线性运算所成的线性空间， F 是 

c 0 ( — 00,00) 上的线性泛函，且对一切 9^ C 。 （一 oo ,oo ) ，当 #工)>0 

时, 证明: F 必是连续的. 


X 


取 


Ko — { p | 沪 eCo ( — oo ， oo )，9? Cr )>0 对 一 切 x 成立 }- 

证明存在 M >0, 使 V 有 FkXM || HI • 

用反证法证.设上式不成立，则必可取到一列 k } c :/ c 。， 满足 

OO 

0<^(x)<l, F ( 供 ）> 1 •作 <p(x) = 2 

j 

C 0 ( —00,00) , 00,且对于任何 nGN ， 有 


识（ X) 


，易见，9 6 


i z 
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1 

F(?>) — 4 j ^0=>F(y)^ 女 4—^00 

' i=i 1 / i^i 1 

导出矛盾.所以，必有 F(?>)<M||9ll 成立. 

V /€(：。（一00,00)，作分解/=/+-广，其中 

/(工)，/0)>0， 

0， /(工)<0， 

于是,严€尺。，则由上面证明结果可知 

|.P(/)|- |F(/ + -/-)| = |F(/+)—F (广） 

<mc || r ii + li r ii )<2M ii/ii ， 


由条件可得 


(n 


) 


0， /( x )^0, 

—fix ), /O)<0. 


/ + U )= 


广 （x) = 


所以， F 是连续线性泛函 


例 27 设>1是饥 X« 矩阵： 

，: yu ) T ， 


( XhX ” …，: c „) 


( yx ^ yz ^ 

定 义了： c — C " 1 为 




X 




鲁 * t 


y 


y = Tjo=AjCj V Jo ^： C n * 

证明: T 是 C--KT 的连续线性算子 • 

证设，由许瓦兹不等式，得 


=(S|S^|) 1/2 <[2(Ski 2 ) ii-ii 2 ] 1 

t=l >=1 t=l j=l 

-( SSKl 2 ) 

* = 1 j=l 

所以，: T 是 C"-KT 的连续线性 算子. 

第二节连续线性泛函的表示 


Ax 


i/z 


主要内容 

1. 设是两个賦范线性空间 • t / 是 x 到 y 的映射，且对一 


in 


奉 


切有 || t/i ii = iu il ，则称 c / 是 x 到 y 的一个保范算子 •如 

果 t / 不仅是保范的，又是线性的，而且还实现 x 到 y 上的一个 一一 
对应（即 c / x = y )， 则称 lt 是 x 到 y 上的保范线性同构映射.若空 

间 x 与 f 之间存在一个从 x 到 y 上的同构映射，则称又和 y 是同 


构的 


2. c/ 1 )* =r 


I 1 是满足 D |工,|< ( ^的数列：1：=(11，了2，*“）全体按普通线性 


运算与范数 II Z II 所成的巴拿赫空间 • 广是有界数列 

v= 1 

( A ，: r 2 , …）全体按普通线性运算和范数 IU o ^ suplx 」 所组 

n 

成的巴拿赫空间. 




3. (/’）* =/ 9 ,其中 — + ~ = 1^ 

< oo 的数列(: n ， x 2 , …）的全体，按 U 工 IU = 


/>是满足; SIaI 

1 

(Su ) 1 
#1 — 1 


/P 


所成的巴拿赫空间 


( Z /|>，6]) * = U [ a ，6]， 其中 !</>< oo ,- + — = 1 


疑难解析 

同构有什么意义？什么是线性賦范空间上连续线性泛函的表 


(7: r ，: t ： eX ， 实现了 X 到卩的一个同构，则可 

把 X 与: V 视为同一的,称为同_化.于是,可以把 X 与 Y 同一化，并 
记为 X = Y . 一 般认为，在同构的意义下，同构的两个空间从集合、 
线性结构及范数三方面去考察，是没有区别的.如果一个抽象的賦 
范线性空间，能与一个具体的賦范线性空间同构，就把这个具体空 
间的形式称为抽象空间的一个表示 • 


如果 t ； 
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賦范线性空间 X 上连续线性泛函的表示，是研究这个賦范 
线性空间能与怎样的具体空间实现同构，其研究方 法是： 

(1) 在 X 中取适当的元素集多％使， " 中元素的线性组合在 X 

中稠密，集^称为 X 中的母元组； 

(2) 把泛函/在多 r 上的形式表示出来后，利用^中元素的线 
性组合在 X 中的稠密与/的连续性，把/在 X 上的形式表示出来 • 

方法、技巧与典型例题分析 


賦范线性空间 X 的共轭空间； T ，按照普通的线性运算和泛函 

范数是完备的賦范线性 空间. 要求在理解基本概念的基础上，掌握 

賦范线性空间上连续线性泛函的表示* 

例1在二维线性空间尺 2 中引人范数 

|| x II — | ^1 | + I ^2 I » 

构成賦范线性空间_在尺 2 上定义泛函/，即 

/(■ r )= af 1 + 卢芒 2 ， x = (^1 >6 2 ) ^^2* 


= ( U 2 )€ 尺2, 


X 


求 11 / II . 


因为对于任意1= ($1，匕），有 
|/0 c ) 1 = | ff ^ i +/? f 2 |< max (| a | ， 1卢|) 

II / || <max( M ， 1/?| )• 


所以 


再证反向不等式也成立.取 r =( signa ，0)， 则 || x || =1且 

II .类似可得 ll/ll = II ^ II ，所以 


/(工）=，故 II / 


/|| >max( |a| ， I 卢 I )* 

( kU /?|) 


综合两不等式即得 11/ 

设 K " 是 n 维实的（或复的)线性空间， Ui ，^， …，心}是它 


max 




例 


的一组基，证明 ： （/^广 


=2>心取 iuii =( Si ^ i 2 ) ，则尺”是賦范线 

1=1 1=1 

性空间 • 对一组数(々，々，…， o ，定义 


证对 
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/: 2 k —2 

i—\ *=1 


CtiXi ， 


则 / 显然是 x 上的一个线性泛函，且线性泛函在基选定后与数组 
(«"々，••• ，or n ) 是——对应的，即上任一线性泛函/对应 K- 中一 
个元 (fll ,« 2 »—»«-)= (/(A)，/(Q) ，…，/0”) ） ，使得 


/( 2>.)=2 

i=l (― 1 


00 i a £ ， 


且在 上任一线性泛函是连续的, 

由上知，映射 t/ : ( K n ) m ^ K % 


，玟 2 ’ … ， 议 *) = jf (^ 2 ) 


，/ uj ) 


是双射. C/ 的线性是显然的，只需证 t/ 保距 


对任何文= 2 Xi€i ，因为 

1=1 

-|2^.|<(2 ki 2 ) 1/2 ( Si -. i 2 ) 

t=l i=l i=l 


1/( 工 ) 


11/11 < II 

再证反向不等式也成立•取 


从而 


(«{ ，¥，••_，<)， 


工 0 = 


工 0 


/—I 


/[(屯’ ，…， ¥)]= 


且 /u>)= 


11/11 >IM 


因此 


I，即 f/ 是保距的，故 


综合两不等式即得 II/I 




a 


( K n )^= K n 


例3证明“^二广. 

证按疑难解析 中的步 骤研究 

在 Z 1 中取母元组 
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{ e n |心= (0, 


0，1，0, …）， 


H “}， 




n 


n 


2 

i = 1 


则对于工 = (A 

V /€ U 1 ) * ， 记负 = fUd ，则 17‘ I < II / INI 

7=(7 1 ， ?7 2 ， ”0€ 广且 ||7 11 =sup|7 f |< II / II • 

i 

又由 / 的连续性，有 

n n 

i /( x ) I = lim /( 2工而）工办 • 

«—co i=l — 

oo oo 

由 17* I < II / II，H 知，绝对收敛，故 

i=i i=i 

oo 

/o)=2 功，， 

t=l 

即 z 1 上的连续泛函 / 的形式必为式①. 

反之，若设7= (% ，办 ，… ） ，则利用式①可定义 Z 1 上一个泛函 /. 

/的线性是显然的，且 

OO OO 

l /( x ) l <2 ln l < jl 々 II 2 

#1=1 1=1 

可知/是 z 1 上的连续线性泛函，且 II /II < II ? II •综 合前面的反向 
不等式，得11/ 

由式①将 z 1 上每个/与广上元7= ( fM ，/(心 ） ，… ） 对应，即 
得映射 t / : /— 7 - C 7 是 U 1 ) •到 r * 上的双射，其线性是显然的，且 

Ij/ll =^\\ v \\ = II uf || ，故 f / 是 U 1 )* 到 r ° 上的保范线性算子，从 


jc=\i 


，工2， 


争奉 


Xi€i 


/II ，从而 


€i 


① 


=II 7 II IU II ， 


X ! 


1 


而 


Q l y=r 


注意 


固顾证明过程：先设想 /( = (&)，再验证 

*=i *=i 

/—(/( q )，/( Q )， …）是同构映射 • 主要内容3 am 

1</><°°，1//>+1/分=1)类似可证_ 


/% 
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例 4 设 C 。 表示收敛于零 的序列全体，按普通的 线性运 
算和范数 II 工 II = sup | xJ , C 0 是巴拿赫空间，证明 ：（0：。）*=广 

FI 

证类似例3的方法可证.在 C 。 中取母元组 

= (0, …，0，1，0,…），《 = 1，2, •••} ， 


n 


n 


•) G C 0 ，有: r=lim 2 

i-i 

设 / e ( C 。）* ，记仏=/(仏），>1，2,…，则 

n n 

/Cr) = /( lim 乏 ] k) =lim/( 乏 ] K) 

n i = l "一 t = l 

n oo 

n ^°° i=i i-i 


则对于工 = (工1，工2, 


Xi€i 


，工 n ， 




-iff 


( e -^. 


( rt ) 


，0,…）， 


取 


2 , 


，e 


e 




X 


n 


/(?))=2 w , 得 

i=l 

2>.1<1/(: W )I< W/ll II || < || / II . 

i = l 

OO 

■ 

令 n — oo , 即得代 z 1 ， 且 Nil =Sl7.|<ll/ll- 

1^1 

再证反向不等式成立 • 因为 / 是 c 。 上的线性泛函，且对 xG 


其中久 = arg %， 则工⑷ EC 。， 且1|工(”） || =1， 


n 


c 0 , 有 


|/(x) I <sup U, I 2 1^1= II V II II 

* i 

故 / e ( c 。）* 且综合两不等式得 11/11 = lull •从 
而知 f / : ( c 。）*—/ 1 ,/—^/^)，/^), …）是保范线性同构，即 

(Co)*^/ 1 . 

例 s 设兄,又 2 为賦范线性空间，对积空间 ^ xx 2 取范数 

1 Xl II + II J ：2 II ，证明： 

( X 1 XX 2 ) < t = X ： xx 2 \ 

其中 xr XX ； 上范数定义为 II (/,,/ 2 ) II =max( II f x II , II f 2 II ). 


X 


|| (^! ，工 2) 
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证对 （/\，/ 2 ) e ^7 xf ，定义（/”/^(々，心）^^ 〆 々）. 

/ 2 0r 2 ) ，可以直接验证(乂，/^是;^ xx 2 上的线性泛函 • 

V 有 

I (/ m / 2 ) Ui ， X 2 ) |< i / 1 (^ 1 )|+ |/ 2 ( x 2 )| 

< II /l II II X ! II + |[ / 2 II II II 

<max( || f x || , |l / 2 II ) ( II || + II 工 2 II ) ， 


从而得 (/ M / deo ^ xxy ，且成立 

II (/i»/2> II <max( || fi || , || / 2 || ). 

再证反向不等式成立 .v /e / 〆 々，/?) = 

II 类似地，记 / 2 w ， x 2 ) 


= f d 工 2 、，有 fZ & X l * 因为 (/l ， y*2 ) ，因此 

iX x XX 2 )^= X { XXi 

若 max( || _/\ || ， || /2 II ) = II fi E ! ，取 {zUCXi ，有 || 

(n-^oo). 这样，就有 || Cxi H \0) II =1 ， 

且当 W — 00 时，有 


工 1 


* 


in) 


(/ i > / 2 )(^ ) ^)=/ i (^ ,,) )— II A II . 

II (/”/ 2 ) II > II /i II = max ( II f x II ， II / 2 ||). 

类似可证 II (/ i »/ 2 ) II > II ft II = max ( II f x II , II / 2 II ). 

即 II (/ i } / 2 ) II ^ max ( i | f x II , II / 2 II ). 

综合两不等式即得 II (/!,/ 2 ) II = max ( II f , II , II f 2 t | ). 

例 6 设 X 为赋范线性空间，兄为巴拿赫空间, X 。为 X 的稠 
密子空间，： r 。 是从又。到不的有界线性算子.证 明:: T 。 必可保范地 

延拓到整个 X 上. 

证要 T 。 保范地延拓到整个 X 上，即要证明 X 上惟一地存在 
有界线性算子，满足： （1)7^ = 7 Vr 对于一切 xeX 0 成立; 

(2) II T 


所以 


T 0 


因为 V iGX ， 由于 X 。 在 X 中稠密，所以可取到点 {〜} C = X 。， 

使得当 W — OO 时，; I . 
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令 Tx ^- limTV ^， 证明定义是合理的，且满足 （1)、（2)- 

fl — 00 

首先，{^}是收敛的，且为 A ： 中的基本点列.又： T 。 在 X 。上有 
界，所以 {7 VO 是不 中的基本点列.由尤的完备性知， limTVr , 是 

存在的. 


若又有 {： yJ [ X 。， 当; I — oo 时 x ， 贝! | 

II T,oc n -T,y n || < || To 


工 n — y 


可知， Tx 的定义与 } 的选择无关. 

T 的线性是易于验证的，且有： TL-T 。，则 || T || > || To II 
再对:取 {： C «}[ X 。， 使得当 W — OO 时，: t ^— x ， 则 

= II 7^0 II II 工 II • 


T 0 x n || < || T 0 || lim 


II Tx II = lim || 

il—oo 

从而 II T II < || To 

综合两不等式即得 II T || = || To II . 

由以上结论确定: T 。 可保范地延拓到整个 X 上. 

例7设为一列陚范线性空间，是指 { Oc „) k„e 


，S 

«= 1 


P < oo } 按范数 || (;) II ,= 


X m ，/1 = 1，2， 


• • • 


) 〜和运算0?(：0+沒(3；«) = Ox ^ + ^ yJ 所组成的陚范 
线性空间，其中 l < A < oo . 证明： 


(S 

1 


(( no ( iK ， 


其中 l //>+ l / g = l . 


对任何 e （％) e ( Il x « h ， 作映射 


( rn((rwr 如下 


F 


( x «) 

ii=i 


FiXn )(«0 




显然， fu ：) 是线性的 
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1 

l»=l 

说明 Fu ：) e (( rn ) •与 

又对于任何 

/ e (( n--U 


II F^KxJ 


i ^ II (x；) IU II I 


X 


JO 


P 


n 


Fix ： ) II < II U ： ) II 


9 


M 


_)en 


，（ o , 


« _ 


X »， 


n 


H 


作泛函 


0 ri «)=/((0, …，0，工《 ，()，•••））_ 

由 / 的线性连续可知 ， W ex ； ，且对于 （ xJsCn ，^， 


X 


n 


， A ，0， 


) ，有 


_ ■ • 


0,… )) = 2 

H=l 


/(( 工 J )=2， ((0 ， 

II— 1 

任取一点列 { e *} ,€,,>0, y ^£,< oo . 取 x / X ”, 使得 

n= 1 

K\x ： u n )- II X ； II |< 匕，记 II 


(x # ,)=F(x J T Xxh). 


t 0 yX 


X 


攀 _ « 


X 


If 


有 


—a 


x 


n 9 


…，成 1 工"， ()，•••） 


/ ur 1 


q- 




N 


= (工- 1 

j ( 1 

N 

n= 1 

<11/11 叫 〜=ii/ii (e 

ii = 1 n=l 

(al~ 1 x n '>— II 

所以 2( II 工 : II II x : N CaV^J + ^ar 1 

n— 1 J*™ 1 »= 1 

<ii/ii( 2 iu ； ih)^+n/ii - 1 !； 

K =1 *=1 




x \ 9 al ~ l J 0 Z 9 


• • • 




N 


l/P 


9 


X 


fl 


l<d 


因为 


9 


X 


JO 


n 


n 


N 


e n 


N 


e. 


由互的任意性，有 

n=\ 
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N 


S iiii^ ii/ii (2 

n=l n=l 

(2 ii ^ ii 9 ) 

即得 IU: ll,< II/II = 


Vp 


X 


从而 


l/p 


<11/11 


令 AT 


— ►CXD ， 


Fix： ) If , 

综合上述不等式即得 || Fix ： ) || = || || ? 

例 8 证明 ：（ f) 9 


t/SlC/XCoo’l/p + i/gsh 

令 e* = (') e " ，则 } 是"的邵德尔 (Schauder) 基，对每 


个 J ： 


{&} 6〆 ，有惟 一 表达式 ：r = ^]$ k e k 
性有界的,所以有 




v /e (p)' 由于/是线 


*=i 


/Or) = 2X 


r k ， r k = f(e M ) 


* ② 


1 


以下证 {rOGA 取 


{ 們€/、 

\ r k\ q /r hy 且 

走 >w 或 ；^ = 0 , 


X 




^ = 


③ 


0 , 


将 


{ 打 °} 代人式②，得 


X 




/OJ = 2 拉 8 V* = 2 W 、 

>=I k^l 


利用式③及 ( 兑一 1 )p=q ，有 

I f (j0 „) I ^ II II II X H |{― 

= ll/ll (2l r *l <fl ~ u ’） 

* = 1 

k^= 1 

n 

/aj=2i^i 9 < ii/ii (2 氏卜 ) 


= ii/ii 

k= i 


\ip 


从而 


Mq 
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(2>少广< ii/ii. 


于是，由 n 的任意性，令 


得 


(2>* 卜广 <11/1 ， 

卜 1 

即 {^}er. 

定义 算子了 ，了： （"r— 6/卜 {/(e*)}， 则了显然是线性的. 

CO 

v { 叫 } e/% 定义发 (x)=D^a* 

尔德不等式，有 


④ 


，得到 r 上一线性泛函^■，由赫 


k=\ j=\ 

==( 念 w) "u ， 

所以贫有界， 《*= 〆 《*), {«*}=7> ，从而了是满射. 

由式②及赫尔德不等式，有 

|/(^> i<y^ i^*k( s i r *i 9 ) Uq ii ^ ii» 

*=1 *=1 

于是再由式④，得 

h= 1 


X/fl 


im 卜 (2 >* 卜广 =(S j/ ⑹㈧ ' 

*=i k=i 

因此 ， II T /|| = || /. II ，从而了是保范的，且是一一映 射的. 在同构 
的意义下，有 ( ZO # =A 

例9 证明： 定义在同一向量空间上且有同一零空间的两个线 
性泛函/\尝0和/ 2 关0是成比例的. 

证由第一节例17知 

/iU)//iUo) - 工 。+> y eN<J l )=NCf 1 ). 

/ 2 (x)=/i(x) - / 2 (Xo)//l (工 0) ， 




因此 


可知/1#0与/ 2 #0是成比例的 


121 


勢 


例 10 证明： 賦范线性空间X上有界线性泛函/#0的范数等 
于原点到超平面/ /i = {*3：eX|/(x) = 1 } 距离 3 = inf{ II j ： II 1/(工) 

=1} 的倒数 • 

证任取 le/Zi ，则 l=|/Cr)|< || /|1 

i/ii /II，且為 i/imi. 

又V e>0,3 ，使得 

|/( x )|_ 1 

TTT^M 

IU II < 

综合上述两个不等式，得11/11 =1/5. 

例11证 明：第 一节例17中，X的两个元素: d，x 2 属于商空间 

X/AK/) 的同一元素当且仅当/(々）=/(工 2 )，并证 CodimiV (/) 


，所以 




J 0 


X 


>11/11 


一 e 


1 S<C — ± — 

’ 吟 N ， . 


所以 


/ 


— € 




<^ a：i — x 2 €： N (/) 

㈡ /( 工 1) 一 /( 工2) = /(文 1—$2) = 0. 

1 

因为 / 关 0 ,所以 X/N(/) 参 {i9} ， CodimN(/)=dim ； ^7iV(/)>0- 

若 i ， j^X/N (/)，则 


+ W )， 尸计 W )_ 

V x 0 6 X \ N ( f ) ^x = a l x 0 + Zi^y = azXo -\- Zz ^ z 2 ^ z l 6 Nif ) ，从而 

x=aiX 0 +iV(/) ， y = a 2 x 。 十 N ( f )• 所以 

=#(/)=々， 

id 线性相关_于是， dimX/JV(/)<l. 


x=x 


a 2 x—aiy 


第三节线性泛函的延拓 


主要内容 


1- 定义1实线性空间 X上的实值泛函尸，若对任何 a>0 和 x 
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ex , 有 


P(ax) =aP(x ), 

则称尸满足非负 齐性. 若对任何*2：,3；€又，有 

尸 U+ ： V)< 尸 Or )+ 尸 （30, 


则称/ > 满足次可加性. 

2.定理1设尸是实线性空间 X 上具有非负齐性和次可加性 
的泛函，又/是 X 的线性子空间 L 上的实线性泛函，并在 L 上有 
/ Gr )< P (: r ), iGL 成立，则/必能延拓成全空间; J ： 上的线性泛函 
F ， 且有 F ( x )< 尸 Cr )， xeX . 

定义2设 X 是实(或复)线性空间，户是定义在 X 上的实 


« 


值函数，满 足： 

(1) 非负性 V x€X ， 尸 Cr)>0 ， 

(2) 次可加性 V x 9 ye X t PCx^yXP<,x)+P(y) , 

(3) 绝对齐性 V x6X 和数 I a I 尸 (x) ，则称尸是 X 

上的拟范数 . 

X 上的拟范数成为范数的充要条件是 PO：) = 0 等价于 
4. 定理 2 设 P 是实 ( 或复 ) 的线性空间 X 上的拟范数， / 是 X 

的线性子空间 L 上的线性泛函，并且工 €1 ，则/必 

能延拓为全空间 X 上的一个线性泛函 F ， 且使得 |FCr) | <P0r ) ， 

X* 


e. 




定义 3 设 X ， Y 是賦范线性空间 ，乂是 i ) C 4) C ： X 到 Y 中的 

II Ax || 是有限数， 


线性算子，又设 GCDG 4). 若 || >1 || 

则称 A 在 G 上有界，又称 IU 为/在 CP 上的范数_ 

定理3设/是陚范线性空间 X 的线性子空间 L 上的连续线 
性泛函,/在 L 上的范数为 II / IU ， 则/必能延拓为 X 上的连续线 
性泛函 F ， 且 || F || = ||/|| L . 

定理4设 X 是賦范线性空间, Y 是巴拿赫空间， G 是 X 的稠 
密子空间， A 是 G 到 y 的线性有界算子，则4必可延拓成 X 到 y 的 
线性有界算子且保持范数 不变 ： II B || = |U || . 这种延拓是惟 
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一的 


定理5设 L 是賦范线性空间X的线性子空间，:^6又，且3= 

^0。，1)>0,则必存在X上的连续线性泛函/，适合条件： 

(l)xeL 时， /(：c) = 0; (2)/Uo)-=<i; 

(3) II / II —1- 

6.定理6设4是实賦范线性空间 X 的线性子空间为 A 上 
的实线性连续泛函.对于任一向量:设4是 A 与: r。 张成 

的线性子空间，则在 A 上必有线性连续泛函幻，使得 

(1) 当 •rGZ 时，贫1(*2：)=发0); 

(2) || gi || || ^ II X- 

定理 7( 哈恩-巴拿赫 (Hahn-Banach ) 定理 1) 设 G 是賦范线性 
空间X的线性子空间，对于 G 上任一有界线性泛函/,可以作出X 

上的有界线性泛函使其 满足： 

(1) 当 : reG 时， FOc )=/( x ); 

(2) II / 1| g = \\ F \\ • 

定理 8( 哈恩-巴拿赫定理 2) 设 G 是賦范线性空间X的线性 
子空间，戶 Cr) 是X上的拟范数，对于 G 上任何一个给定的线性泛 

函/，满足条件々= 


|/(x) |<oo 时,/必可延拓为£上的线 




s 


XI 




|F(j ：) I =k 


性泛函 F， 且满足 


sup 

ex,pfx 


xi 


定理 9( 黎斯 (F.Riesz ) 定理）设 / 是 CbJ] 上的连续线性 




泛函，则必有惟一的发6 7。|>，6]，使得当0：6<^|>，办]时，/(工）= 


⑴心⑴，且有11/11 = 

推论设 P 是 [a,6] 上多项式全体，把 P 作为 C0,6] 的线性子 
空间，又设/是尸上的连续线性泛函，则/可惟一地延拓成 
上的连续线性泛函，且存在惟一的容€7。[>，6]，使得¥ 

有 /( x)—J xO ) d 茗 (（) 成立. 

定理10设/是 C [ a ，6] 上的连续线性泛函，则必有惟一的貧 e 


g 
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Vw 使得当 xec 2 x 时，有 


/( jr )= jc ( t ) dgCt ) 且 ll/ll=V(gO* 

Jo 0 

推论设了是周期为 2 k 的三角多项式全体, r 是 C 2>[ 的线性子 

空间，/是: r 上的连续线性泛函，则/必能惟一地延拓成 c 2l 上的连 
续线性泛函，且有惟一的使得 


/(X) 


(t)dg(t) 




疑难解析 


什么是延拓问题？怎样理解线性泛函在线性空间上的延拓？ 

答延拓问题是研究定义在给定集 x 的一个子集 a 上的某数 
学对象(例如映射)能否扩充到整个集 x 上,并且保持数学对象的 

某些基本性质.本节研究线性空间上线性泛函在什么条件下可以 

延拓、延拓后哪些性质不变、延拓是否惟一等问题 • 

关于线性泛函的延拓定理统称为哈恩-巴拿赫定理2,它保证 
賦范线性空间上具有充分多的有界线性泛函及线性泛函的取值可 
事先指定，并且为共轭空间提供必需的理论- 


I 


方法、技巧与典型例题分析 


例1设 P 是满足非负齐性与次可加性的线性泛函（也称次线 

性泛函），证明 ：次线 性泛函尸满足 P (仍=0和尸（一工)>-尸(工). 

证因为 P (60= 尸 （0: c ) = 0 尸 Cr ) = 0, 所以尸(沒）=0. 

0 =P( 8 }—P( 一 x+x)^P(x)+P( — x) 9 

Pi —— P ( sc )， 

若尸是向量空间 X 上的次线性泛函，证明 ：M = 

U | jPCr )< r ， r >0 常数 } 是一个凸集 • 

证因为 ，V 工， 和0<«<1，有 

P(ax^h Cl-a)y)^P(aj ： )-hP((l — a)y) — aP(j：) + (l — oi)P(y) 


又 


所以 


例 
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^ar+ (1 一 a)r = r ^ 


即知 (1 — aOyGM ， 所以 Af 是凸集， 

例 3 gPa 与尸 2 均为向量空间X上的次线性泛函，且 C\ 与<： 2 
是正常数，证明 xP ^ C l P x + C i P z 是X上的次线性泛函. 

证因为，V 和有 

Piix + y ^ P ^+ Piiy ), ^ = 1，2， 

Pi(ax)=aPi{x ) , t = l ， 2 ， 

所以 P ( x -\~ y ')— CiPi ( x -^ y )-\- C 2 Pzi ^ J ry ') 

<C I [P 1 (x)+/ > l (^)]+C 2 [P 2 (x)+P 2 (^)] 

—[CjPi (x) +C 2J P 2 (x)] + [C 1 / > 1 (jy)+C 2J P 2 (_y)] 

— P(x)^h Piy) ^ 

P (ax) ^C x Pi (ax) ^C 2 P >^x) =C 1 a J P 1 (x) +C 2 o^P 2 ( 工） 

=alC l P l U) +C 2 P 2 U )]=“/>(:)* 

从而知是 X 上的次线性泛函. 

例4设尸是实向量空间 x 上一个次线性泛函， 

Z— {*r^X(x=orxoi^GR} 1 

ex 是一固定元素，在 z 上定义泛函/为/(^：)^ a 尸 Or。). 证明： 
/是 Z 上的线性泛函且满足 /(i)<P(x). 

证对于 ：r = crx。 ， y = Px。 ，有 

/(x + j/)=/[(a+々)jco]= (a+jS)P(j：o) 

(rP(x。） 十 /? 尸 Oo〉 = / (工） +/(：y) ， 
/(rr)=/(mr 0 )=ra 尸 Or 0 )=r/(j：) ， r^R. 

所以， / 在 z 上是线性的 • 

对于 or>0,/0) = «尸(工。）=尸(工）；对于 a<0, 由例1，有 

/ Cx)^=aP(xo)^ — aP( — x 0 )=P(o ： j： Q } = P(x > )^ 

/( x )^F( j :) > jc ^： X , 

15设賦范线性 空间叉 上一个次可加泛函尸在点0连续，且 

尸(沒)=沒， 证明： 户对所有 zeX 是连续的. 

证因为， V 和 jrex ， 有 


x 0 




因此 
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P(X) — P(x 0 )^P(x — Xo ) ， P(xo) 一 Pix)^PijC 0 — 工）， 

而当 x — x 。 时，有 ( x — z 。)— 0，故由题设得 

lim | P ( x )- PUo )|=0. 


X 0 


所以, P 在每个工。€尤是连续的. 

例6设 X 是賦范线性空间，工。6又，1。关彡，证明：一定存在：55： 

上的有界线性泛函/,使得11/11 =1，且/(0：。)=||工。|1. 

证 取 X 的一维子空间是实数 }• 在 X 上定义一 

个泛函/ 〆 《&) = « || 工。 || ，则的线性是显然的，且有 

\ fxiaxo ) | — \ a \ || x 0 II = 

所以得 出 / i 在不上的范数 II A II ^ = 1- 由主要内容中的定理3 
知，存在全空间 X 上的连续线性泛函/，使得/是7\的延拓，并且 

II II = II f \ II x , = 1- 从而有 f ^ o ) = f \ ( x 0 )= II x 

由此可以得 出：当 x 是賦范线性空间时,对任何 agx ， 有 

II xo II -sup{]/(x 0 )ii/ex% || /n =i}. 

这是因为，当 / ex •，且 ii/ii = i 时，有 

j/Cr 0 ) I< II / II II II — II II » 

而由例6知，可以取到，使得||/|| =1，且/(々）=||:»:。||， 
从而式①成立. 


CtXo 


0 


① 


例 7( 矩量定理）设:^，1 2 ,…，心是陚范线性空间 X 中一组线 

是任意一组数，证明 x 上存在连续线性 

1，2,…， q (2) 11/11 <於的充要条 


性无关的向量， 


jC 


_ « # 


n 


泛函/,满足 ：（ i )/ u ) 

件是，对任意的 A ，〖2 ，…， G ， 有 




Cijt 




ft 


Ft 


tjCj 2 tiXi • 

t=l ^ i=l 

证必要性设有 / eX % 且满足条件 (1)、（2), 则可得 

tjCj | = | 2 tif ( jt £ ) = |/( tjXj ) 

i = l i = l f=l 

I § 


n 


n 


<»/ 


tiXi 
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充分性以尤记由 


张成的线性子空间，所以 


Xi ， x 2 ，…，工” 


2 
| = 1 


中元素可由 A 


， A 惟 一 表示，即: r = 


山为数， 


，工2, 


tiXi y ti，tz 9 


ex ,. 定义 •卜 S 

*=} 


M,， 则发显然是 Xi 上的线性泛函，由 


X 


题设可得 


1^(2^.) \<m . 

i=l 1=1 I 

所以， g 是连续的，且 Ik II x ^ M . 

依定理可将 g 延拓为X上的连续线性泛函/，使得||/|| = 
II g II x, ，从而有 


/ ( jCi ')— g { x i y >— Ci , i — l , 2 f 

且 11 /II = llg II x ,< M , 故 / 满足条件 (1)、（2). 

定义 r 2 上线性泛函/为 

R 2 , 将/保范地延拓为 R 3 上的连续线性泛函. 

解只需证明 ll/ll = max (|«|，| 卢|) 即可. 

因为，对 x =( 匕，匕） 6 R 2 , 有 

1/(1) | = |^ i +^ 2 |< max (| flf | ， | 卢 |) • || x || , 

II / II <max( |tr | , |/?| ). 

又，若取 x = ( signa ，0)， 则 || x || =1，且 /( x ) = | a 丨，所以 

\ f \\>\ a \. 类似可得11 /II >0，所以 

II / II > max ( | a | , |/?|). 

综合以上两个不等式即得 ll/ll = max (| a [,| i 9|). 

例9设是賦范线性空间 X 中的一族元素 证明: 
可以表示为族中元素线性组合的充要条件是 :对任 何集合 
上为零的连续线性泛函/，均有 / O ) = 0. 

证记族 Ua } 中元素线性组合全体为：^,：^是 X 的一个线性 


渗# 華 


，打， 


所以 


:V 


子空间 


充分性用反证法证 • 若^不能表示为 Xi 中某列元素的极 
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限，则必大于零.则由主要内容中的定理 5 知，存在 

/ ex ' 使得/在 X 上恒 为零. 但 /(： y )= rf >0. 即 / ex * 适合一 

切幻，使得/(心）= 0,但 /( y ) 垆0,这与假设矛盾 • 

必要性 T ^ tfex * ，且对任何: Co 有/(幻）=0,由/的线性性 
知，/在兄上恒为零.故，若^是足中的极限，可由/的连续 


性得 


f(y)=\imf{z n ) = 0. 

例 10 设 X 是有界实数列全体按普通线性运算构成的线性空 
司. 证明 ：存在 X 上的线性泛函/,使得对任何工 =( A ) ex ， 均有 




证在 X 上取泛函/= ，其中 x =( a rt ) GX _ 显然 ，声具 

it—►oo 

有非负齐性与次可加性，则依定理1，取为 x 的线性子空 

间，必存在 X 上的线性泛函/，使得对一切 X ={«„} ex ， 有 /Cr)< 


因为 


/ ( — JcXp( — x) ， 

f(x) = — /( — x)^- — />( — 工）， 

—/>( — x ) — — lim ( —= limtf ”， 

n—►CO H-^OO 

I 

从而，对于一切工有 /( x )> lima n 成立. 

n-^oo 

此例说明，对一般的实数列，不一定有极限存在，但必有介于 
上、下极限之间的线性泛函/存在. 

设定义在賦范空间 x 上的一个次可加泛函/在一个球 
面 Ul lUil =幻外是非负的，证 明：对 所有: cex ，/ 是非负的. 

证因为，对于满足 II II < r 的每个: r / e ， 必存在一个 

使得 IUx || |U || > r ，所以，/(肛)>0. 

又尸 （ nx)<w 尸 Cr )=^> 尸 (工）>0. 

从而，对于 i = <?， 有 


所以 


则 


11 
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PO 9)< P (^) H - P (^)=^ P (0 »O - 

设 x 为賦范线性空间， x ， yex . 若 v / ex ' 恒有 


/(1)=/(3；)，证明 

证用反证 法证. 设，则 X —3；# 汉依哈恩-巴拿赫定理， 

必存在 / ex ' 使得 


JO=y 


fix — y)= || x—y || 古0， 

从而知 / Oc )^/(： y )， 这与题设矛盾.故必有 x =： y . 

例13设 x 为賦范线性空间， s 为; T 中的单位球面， &6 X . 

若对一切 / es ， 有 | /( x 。 门 < c ， 证明 ： u | < c . 

证由本节例 6 的结果知，当 X 是賦范线性空间时，对于任何 

必有 


JOo 


I Jo 0 II =sup{ i/(x 0 ) I |/G5}^C 


从而命题成立 


例 14 设兄是实线性賦范空间 X 中含有内点的凸集， 
，证明 ：存在 X 上的连续线性泛函/，使得 

sup{/(x) | xGXi }^1 ^/(j ： o)- 

证 考虑必要时作一平移，不妨设彡是的一个内点•则 V 

，必能取到 0< P < oo , 使工/户€兄•定义 

p(x) =in{{p\p^>OjJo/p^ ： Xi } , 

显然，/>是有非负性与可加性的泛函，且当 xeXi 时, 

先证/>0*：。)>1，用反证法证.设 〆 ^ Xl , 则由 〆X 。）的定义， 

存在0<><1,使得由题设条件知 

x ^ — p • x 0 / p ^ il ~ p ) • 0^ X lf 

导出与题设 AeXi 矛盾.故必有 

再证不等式成立.在叉。={0^。10^ (― oo , oo )} 上定义/。(0^0) 

=吵0：。），则/。显然是叉。上的线性泛函，且有/。(工)</>(工），工 e 

x 0 . 依定理1，/。可以延拓为全空间 X 上的线性泛函/，使得 / u )< 
/ >( x ) 从而 

sup {/ (x) I }^sup{/>(x) ixGXi }<1</>( 工 0) = yx 工 (>)• 


x 
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最后补充证明 / 是连续的.因为点0是不的内点，所以存在沒 

>0,使得在11 Z II <5时，:，则 V 有 I 


X 


ex . 于 


2 


X 


2 


是 ，/ >OcX j II $ II 对于工=6也成立 


8 


，得 || X || • 又由 


由 fixXpix ) 及 p ( x)^-^T || 


X 


8 


d 


2 


II ，: reX •从 而， 


/( — X> — —/( 工），得 1/( 工 ） |^~sT 


X 


8 


例15设 z 是賦范线性空间 x 中的凸闭集，工。 ez , 证 明：存 

在 X 上的连续线性泛函/，使得 


p {/( x ) | xGj 4 X /( j ： o ) 


su 


证同例14,考虑必要时作一平移，不妨设4(若不是 Z 
的内点，则可取一个比乂稍大一点的凸集•取 

II \jc^ A) y 


inf { || 

因为 xoGA ， 所以 oo •作 


a— 


X — Xo 


Ai={y \ 1( x—y || 

对于 j ： o ，： voeAi ，可以取到 J ：，： yG 儿使得 

II x—x 0 || ^cl/2j II y—yo II <a/2 


于是，对 0< i < l ， 有 


|| fx 0 + il — Oyo — tx — (1 — f )^ || 

|| x 一 Xo II + (1 — O II y — 3^0 II <a/2 

成立.而 fx +( l — f )： y € A ， 所以^ )+(1— A ” 即 A 为凸集 • 
易见，沒是义内点， j ： o 6 A . 对 A 作泛函 />( 称为闵可夫斯基泛函） 

p(x}=in{{p\p^>0yx/p ^： Ai) 9 

由本节例14知，存在 / ex * ，使得 /( xo )=/>( j ： o )> i ， 且对于一切 

有 / UXpOc ). 从而 

sup{/(x) | x6>lXsup{/>0) 1x6^4}^!. 


x 


若户 (工 0 ) =1 ，则必存在一列内>1,使得: To / 内 6 A ! ，且 A — 1，从 

而 显然与 


但是， 〆 工 oM ) 


而 X 0 /p n 


=a, 


Xo 


華 
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X ^/ p n ^ Xo 矛盾 • 所以，必 />(10)尹1，即 /( Xo )= / >( Xo )> l . 于是 

sup {/( x ) lx 6 A }</( x 0 ). 

例 16 设 X 是实数域（或复数域) K 上的賦范线性空间，证 

明：若 X 为无限维空间，则; T 也是无限维的. 

证任取非零元则依定理1可取到，使得 

fixy )= II Xi || ^0. 

取则&是 x 的闭子空间.故可取到 x 2 e 
x " 并记，有 a > o . 依定理5,可取到 / 2 ex * ，使得 

= 0,/(:c 2 )=<i 2 >0- 


ft \x x 


如此继续，可以取到 x 3 ，/ 3 . 


，/ 2 ,… ， fn 后 ，对于 〖<n — 1，可记 

e ix ( . 


在取到 A ， x 2 ， 

Xi — {ctiXi + a 2 x 2 + **• 4 - otiXi 1 cr” a 2 . 


0, 


，仏 




« ■ _ 


/ l +1 ( x l + l )^0. 此时， 再取足 _；!= {(*^^ + 0^2 + … + a "— 丨七， 


a 2 , ••• f X ”_ i 是 X 的闭子空间，可取到 x n ^ ■兄 (-1 ，土 = 

故依定理5可取，使得 AU ^ sOf/AxJ 

关 0. 这样，得到； r 中一列元素 / p /2, …，/,，•••_ 

用反证法证明 A ，/ 2 ，…， 入 必线性无关. 

设 / p / u …，人线性相关，则存在《个不全为零的数的，灼，…， 

氏，使得 AA + 込/ 2 +…+ 氏人 = 0,于是 

A/i ) +卢 2 / 2 ( 工 i ) + … + /?»/» ix x ) = 0. 

但已知 /2(工1) = /3(工1) = 山 = /|<(工1) = 0， / iOi )^0. 

^\ — 0* 

类似可得/? 2 =0, … ，式 =0. 于是乂,/ 2 ，…， /„必线性无关. 

从以上例题可以看到，在命题的证明过程中经常要利用定义、 
定理.因此，要求读者必须熟悉定义与定理. 

例 17 尸是定义在賦范线性空间 X 上的一个次线性泛函，证 

明： X 上存在一线性泛函使得一尸（一工 )< FCr )< 尸 Or ). 

证 对例 4 中的/，利用哈恩-巴拿赫定理，可以得到 X 上的线 


从而必有 
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性泛函且满足 F ( x )< P (: r ) •因 

_ F(j:) =F( — x)^P( —— PC — x^^FCx) j 

_ P ( _ j :)^ F ( jc )^ P ( sc )* 

18 设 X 是复向量空间，于是 / 是复值的, — 

i / 2 Cr ) 是复值的，若令 证明： F 是 X 上一 
线性泛函 • 


故 


证 因为心 是实向量空间 X上的线性泛函，由厂(工)=心(1) 

一 iF ^ ix ), 对于任意复数 a + i 6, 其中 a 和6是实数，均有 

FC(aH-i6)x] = F!(aj ： + ifex) — iF x Ciajo — bx^> 

=aF x ( 工 ) +6F1 (Lc) — i[aF\ (Lr) — bF\ (x)] 

=(<2-hi6)[Fi(x) — iFi(ix)] = (a+i6)F(x) ? 


所以， F 是 X 上一线性泛函. 

设 Y 为賦范线性空间 X 的闭线性子空间，且对于 /G 


19 


，当 /| y = o 时，必有 /= o , 证明： 

证用反证法证.设 x 关 y ， 则存在 ： c D ex \ Y . 由 y 是闭子空 
间知，户( 1 。, 30 > 0 .由主要内容中的定理 5 知，存在 / ex ' 使 
71^=0,/(^ 0 )=^(^0,^),5.11/11 =1，导出与题设条件的矛盾，故 

必 x=y ‘ 


例20设 A / 为賦范线性空间又中任一子集， x 。 为 X 中某非零 

元，证明:的充要条 件是 ： v ，若 v xeM 敗立 

/ Cz ^ sOjll / Cxo )^ 1 。. 

证必要性若则可取 / ex ' 使得/|_ 

但 /(X 。 ） = pix 0 y spanM ) 〉 0 ， 导出矛盾 • 

充^性若 x 。 e spanM ，则存在 { j :„ } Cs paxiA / ，工„ 

若 fGX * ，/ U =0, 则有 /| S pa „ Af =0, 故由/的连续性知 

/( x 0 ) = 11111/(^ ) = 0* 


0, 




(n-^oo). 


Xo 


133 


* 



第四节共轭空间与共轭算子 


主要内容 


1. 设 x 是賦范线性空间，则其共扼空间； r 也是賦范线性空 

间，也有共轭空间 ( x * 广，记为 * ，称为 x 的二次共轭空间.如此 
继续，还有 x 

v 工 ex , 作; r 上的泛函 x * • :对于 / ex * ，令： c “（/)=/0 c )， 

则 y 是； r 上的有界线性泛函，且 IU “ II < IUII ，称泛函 
是由 I 生成的_又称 * 的算子 ih - x ** 为嵌入算子. 


=(x … r , 


( X **)* ,x 


» •攀 




2.定理1设 X 是賦范线性空间，嵌入算子: rh-y GreX ) 

JiX - X ** 的保范(等距)线性算子，即 

+办**; 


(1) («工+办） 

(2) || 广 II : 

3•定义1设 X 是賦范线性空间，若叉=:; T ' 则称 X 是自反 


定理2设 X 是賦范线性空间，若是可分的，则 X 也是 


可分的 


定义2设 X ， Y 都是賦范线性空间，如果 y )， i 4 
y )， 且 II A„ — A II — 0 —oo )， 则称按算子范数收 

敛于 A (或称一致收敛于 A) •若 V xGX, II (凡一 A)X II — 0(«— 


■ 


) ，则称 MJ 强收敢于记做 Ai —►>!，或 /=( 强 Mim 九•若 V 工 
ex , 以及任何 / ey * ,/ (凡 X )—/(儿 C ), 则称 M ”} 弱收敢于 A ， 记 

做 A -^A 或 A =( 弱 ） limA . 

rt 一 OO 

若—致收敛于 / l ，则必强收敛于山若强收敛于九则 
必弱收敛于儿但逆命题 一 般不成立- 

6. 定理 3 设 X 是賦范线性空间， y 是巴拿赫空间 


oo 
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1,2,-. 若存在常数 A /， 使得 I |7 \J <财，《=1，2，一，且 
有稠密子集 DCZX ， 当: cei ) 时， {7 Vr } 收敛，则必存在线性有界算 

子 res ( x — y )， 使得{7\}强收敛于 t ， 且 

|| 了 II <lim II T„ II . 

«-^oo 

7.定义3设 {/«} 是賦范线性空间 X 上一列连续线性泛函， 

若有 fex * ，使得 || /„-/ II — 0 — oo ), 则称(/„}强收敛于/， 

记做 /«— / 或 / = 1^/«;若\/ xGX ,/„( x )-^/( j :) (n 


y >, 




) ，则称 


—*^oo 


{/«} 弱*收敛于/，记做 /n —或/= ( 弱* 

n 一 oo 

1 设 X 是賦范线性空间，如果 

0 ( n -^ oo ) , 则称强收敛于 I 。，记做 

对任何 / eX *，/ Cr ")—/ Cz。）Gi 


定义 


r 。；如果 
) ，则称弱收敛于 X 。，记 


X 


x n — JOo 


— ►oo 


firLi 


或 x 0 =( 弱 ） lim:c 


•To 


JO 


定理 4 设； d 是陚范线性空间， y)， 若 
M»} 弱收敛于乂 eBCX—y), 则 a 是惟一的.特别地，若 {/”} 是 x 

上一列线性有界泛函弱收敛于/，则/是惟一的- 

定义5设步是 X的共轭空间X•的子集，若步中任意点列 

{/*} 一 定含有 X 上弱 • 收敛子序列{/« 4 }，则称0是弱 * 致密或列紧 
的;若必含强收敛子序列 {/ d ，则称步是强致密的 (或 致密的 ）• 

定理 S 若賦范线性空间X是可分的，则共轭空间 X* 中的任 

意有界集£ 是弱# 致密的_ 

定义6设： r 是賦范线性空间X到賦范线性空间 y 的线 

性有界算子，若有 y •到 x * 的算子了*，使得对于任何 ，工 e 

x ， 有 




_ 


10 . 


crv)u)=/cr 工）， 

则称了•是了 的共轭算子 (又称 伴随算子). 

定理6设 x , y 是賦范线性空间，则 

(1) VT €5( X — 7)，必有惟一的共轭算子了*三忍（7 
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|| - || T || ； 

(2) 映射： Th^T * 是由召 ( X — Y ) 到 BCT — 的保范线性算 


子; 


(3) /x- ，其中 ix •与 u 分别是 x 和； r 上的恒等算子； 

(4) 设 Z 是賦范线性空间， Z), 则 

T ^ S ^( ST )\ 


难解析 


1. 若—致收敛于儿则必强收敛于山若强收敛于 A ， 
则必弱收敛于九其逆命题是否成立？ 

答逆命题一般不 成立. 例如，在"中作“左移位”算 

子4如下：对于 ： C = ( XMX 2, …）6"，令凡 C = ( A ，工3,…），则算子序 

列{，}强收敛于零，但不一致收敛于零 • 

因为对于任何工 = ( Tl ：2，…），有 ( A +1 ，工 n + 2 ， …），所以， 


\\A n x\\ P =^( 2 kilf •由于 （ 2]hKp < TO ， 故 M ” 工 II 

i=n+l i=l 

，0，1，0,…），则 ^ 

有 || AJ > || ^e ft+1 II P i II ^ +1 II =1，即知 {A} 不一致收敛于 


P 


0,即 { A *} 强收敛于零.但 若令〜 =(0 


«+i — 


eu 


零 


又如，在"（/>>1)中作算子序列{凡}如下：当 r=Oi，A， …) 

时，A 1 a：=x 1 ^ 1 ，《 = l，2,•••，则{A I }是弱收敛但不强收敛的• 

因为当/ l 关 m 时，有 


A n x—A m x || p — || x x e n —x Y e m || —\jo x \ 2 1/p j 


所以，当时， { Ax} 不是基本点列，更不是收敛点列，从而 

不是强收敛的 • 同时，对于 " 上任何连续线性泛函/，即7 = 


=S 

< =1 


则 


(: yi ，:^，…）且 : y (工) 


u , ， 


y(A n x) ~yix l e n )=x x y n 
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由于 2] bJ 9 <° o , 因而 3/( 凡 X )— 0,即弱收敛 于零. 这里 

1// > + l / g ~ l . 

2. 弱 1 *收敢与弱收敢有何 不同？ 

答如果 X 是賦范线性空间，是其共轭空间， {/„} CZX ， 

那么： 

(1) 若 II f~f II — 0,则称 {/„} 强收敛于/,记做 

(2) 若 V 都有 |/« Or )—/ Cr ) |-0,则称 {/„} 弱•收敛于 

/， 记做人 I /. 

泛函序列的弱•收敛与把它作为陚范线性空间中点列的弱收 
敛是不同的，因为 

fn 弱 >/ 是指 /»(a ： ) — /(x)-**0,xGX, 

(/)=/( x ),/ ex*,x ={ x - # uex }. 一 般地， x 

是的一个子空间，不一定有叉〃=： X ，所以，弱•收敛要比弱 
收敛更弱一些. 

要注意区分强收敛、弱收敛 与弱- 收敛. 


* * 


e x ， 


其中 


JX 




方法、技巧与典型例题分析 


要求认真理解共轭空间与二次共扼空间概念，了解共轭算子 
及其性质，熟悉賦范线性空间中点列与泛函序列的一致收敛、强收 
敛与弱收敛概念,并能利用它们证明一些有关命题. 

例1 证明： 

(1)(5+ T )*=5 # + T # ； 

(3)(5 T )*= T # 5*； 

证 （ l )( CS +70 •客 ） Cr ) 

= g aS+T)x)=g(Sx)-hgCTx) 


(2)( aT )*= aT <, ； 

(4)(7* 广 =( 了一 i ). 
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= d) ( 工 ) +cr * 犮 ) (x) = (cs m 发 )(x) ， 

v xgx ， g eY -, 

(5 - + T * )^^>(5+ T ) # =5* + T - ,v ger 


故 (5+ T ) 

( 2)v xex 和反 ey * ， 


ft 


g 




({ aT )* g ){ jo )= g (( aT ) x )= g { aTx ) = agCTx )= ： a { T * g ) ix ) » 

_ 

( aT )*= aT *. 

(3) ((5 T )>)( x )=^(5 Tx ) = (5 # ^)( T ^：) 

=(了.0^))(工）， 

( ST )*= T^S 

( 4 ) 由 cr — 1 )* :; r — 广存在和: r — 可得 
由： rr - k 八得 cr - y •: r *=/ y .，故 : r : y — x * 是双射， 

(:^广 1 存在，有 


故 


故 


« 


( T -1 )" ( r*) _l = ( T * ) _1 . 

例2设 X,y 是賦范线性空间，了： x —y 是一有界线性算 
子, 是了 的值域的闭包，证明: AT ^ NCT *). 

证因为，若 M 尹0是陚范线性空间 X 的任意子集，则称 

M a ={/ ex * i /( x )= o,v x ^ M ) 

为 M 的零化子.若，则，所以 Af * 是向量子空 
间.若 /6 M % 则存在 Aew ， 使得 /. Va ： eA / a ， 有 

|/« 0 )— fix) \^\fn — f\ II 工 II — 0 ， 


/„(X)=0 ， 

从而 / ew ， 所以 m 是闭集 


由于 


发 e AT ㈡ CT • 《） Or) = 发 (7> ) = 0, 

T M g =0<^ geN ( T ^. 

例 3设 B 是賦范线性空间 X 的对偶空间的子集，的零 

化子定义为^8={工6幻/(工）= 0，/6五}，证明：在例2中， R ( T ) 

CTWCT •) ，方程: Tr ：=3； 有解的条件是什么？ 

证 V ^ ei ?( T ),3 工6又，使得3； = 7^.令茗€^*)，则 
贫(30=贫(7^) = (7^发)(工）= 0，于是3；6^^(7^).由 y 的任意性， 


故 v zex ， 有 
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所以 RCncrWCT* ) ，而方程 ：T:c=_y 有解 _r 的必要条件是，对于所 

有的发 ejvw )， 有贫 (3/)=- o . 

设X为賦范线性空间，嵌人算子 r 定义为 x-x 

r* •，其中工 h (O=/0 c ) 对于一切/•成立.当“时, 

称X为自反的.证 明：对 于巴拿赫空间为自反空间的充要条 
件是为自反的. 


m 


，工— 


证因为 r Or )= X * •，: c * • (/)=/ Cr )， 其中•类 
似地，记 X * — X * * * 的嵌入算子为 〆 . 

必要性要证 x * 自反，只需证？是满射 即可. 设 we 

，作 x 上的泛函 ex\m 为 

x 自反，则可取: cex ， 使得2"0)=0：* * ，于是 

X 1 {xq ){ x * *)— x * * (xo ) = r ( x ) O 0 * )= x 0 * O ) 

( r ( x ))= x 0 * * * ix * * )• 

即对任何: r * • 6 X ** ，有 r ’ (xo ) U * *)=xo * •(〆 * ) ，亦即 〆 （ x 0 * ) 

• •，从而 r ' 是满射， JT 自反. 

充分性用反证法证 • 设 X * 自反，而 X 不自反，即闭子空间 
KX )^ x * •，则由哈恩-巴拿赫定理，存在非零元 w ** ex *-*,® 
得 W ( r ( x )) = 0 对于一切: c 6 X 都成立 • 因为，若有4 ，使 

得 〆 ur )= x 厂、则 


x 


# # « 


=為 


WWW 

一工 0 


Cx)=rOr)(x 0 * )=x 0 " (r(x)) = 0» 

故 x。* =0,从而 W ) = 0, 导出矛盾.所以X必自反. 

设 y 是賦范线性空间 x 的真闭子空间，任取 
令沒 =iiif II 5-^ 0 1| 表示 々到 y 的距离，证 明： 存在一，使得 

IlFil =1，且对于所有的: yey， 有 F(30=0，FU))=A 

证考虑由 y 与 x。 张成的子空间 zcix •在 z 上定义有界线性 


JOo 


a 


泛函/为 


f(z) =f(y-\-aa ： o)=ad 9 

证明/满足11/11 =1，再用哈恩-巴拿赫定理将/延拓到X上， 
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得满足条件的 F . 

对于每个 2： eZ = span(y U {工。})有惟 一 表示式 
为线性是显然的.因为 y 是闭的，所以00，/尹 0. 当《=0时 ， Vj 
€7，/(30 = 0•对于 a=l 与: y =0, 有/(1。）=占. 

以下证明/有界 • 当 a =0 时，得 /( z ) = 0 •令 or #0, 由题设条件 
并注意到得 

\ f ( z ) | = |«|^= |«| in £ || y — x 0 || 

II ~y/a—Xo II = 1| y+ax^ || » 

即 l / U ) \<\\ z \\ ，故 / 有界且 II / II <1. 

又根据下确界定义， y 必包含一序列 b -}， 使得 II 办 II — 

8 , 令;^ = 3^_工0,则 /( z «)=— 占，且 

|/U)| 、 \f(z n )\_ d 

’■ / II 之《 

/II >1 


f 


z=y=asc 09 


d 


1， 


f 




sup 




d 


z 


z 


Z ， z 一 0 


综合以上两不等式得 11/ 

设賦范线性空间 X 的共轭空间 X "是可分的，证 明: X 是 




可分的 


证设； r 是可分的，则单位球面『={/1 II/II=1}CX* 也 
包含一稠密子集{入}, 因而入 •，有 

II f n || = sup 1/nU) 1=1 - 

B x ■ =1 

依上确界的定义，必可找到 II 二 II =i 的点^6又，使得I人 c^)l 

^1/2. SYsspanOcJ, 因为7有一可数的稠密子集，即系数的实 
部与虚部均是有理数的工。的所有线性组合的集合，所以7是可分 


现在用反证法证明 . 设 y 參 X ，则因为 y 是闭的，则依例 

5,存在 Fex * , || F || =1. 对于所有的: yer ， 有 FOO = 0. 因为 

6 Y ， 则厂 ( 1 „) = 0 ，且对于所有的〜有 

1/2 ^ |/„( x „) | = |/„(;) — 

=| (/” 一 尸 ）（XrtX || fn — F 


X 


X 
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II =1，所以 W/.-F || > 1 / 2 ,导出与{人}在 cr 中稠密矛 
于是，即 x 是可分的. 

例 7在例5的假设下， 证明: X 上存在一有界线性泛函 A ， 使 


X 


得 


h 


1/及， 

A ( j /)=0, A (工 0 ) = 1 - 

令厶=/7在，由于 II f || =1，所以 II mi y eY,m 

为 F(_y) = 0, 所以 M：y) = 0, 且 . 




有 


h(x 0 )=F(a ： o)/S=d/d~l. 

例 8设 m 是賦范线性空间的任意子集，证明为4= 

spanM 的一个元素的充要条件 是：对 于使得 / Im = 0 的每个 /e 
叉 * ，有 f C.Xq ) = 0 _ 

证 必要性若则必有序列 UJCZspanA /， 使得 
对于满足 /U = 0 的每个 / ex * ，有 / Czo ) = 0. 由于/是连续 

的，所以 


X 


工 0 , 


/(x 0 ) = lim/(x„ )=0. 

Jl^oo 

充分性用反证法证 • 设 aGA ， 则依例5,存在 Fex % 使得 

FU = 0, PCr 。) 妾0,从而与题设矛盾，故必:2：。6九 

设賦范线性空间 X 有一包含 n 个元素的线性无关子集， 
证明 :在共 轭空间 X 11 中也有这样的集 • 

证 设…，是 X 中的线性无关集，则依例7,在 X 上 
存在《个有界线性泛函乂，/ 2 ，" •，人 ，使得 

/ i ( xi ) = l »/ i ( x t )~0 


SE 


若 Ud = 0 , 则 v xex #2>,/,( x ) = 0, 分 别取工 

i=l i=l 

可得 n =0, 可知集 {/ h /2 ，…, / J 在; r 上线性无关 • 命题得 


JOi^Xzf 


，工 it ， 


证. 


10设 x 为賦范线性空间， Mc =; r ， 证明： 

M ^ = { x \ fex ^ ，/( x ) = 0, 对于一切 / eM 成立 } 
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为的闭子空间. 

证设 {/„} c ： m 丄， / ex * ,则 v : eM , 有 

/«Cr)=0 ， f(x)~\imf n (x) = 0 9 


所以 /€A/i , 即是； T 的闭子空间. 

例 11 设叉为陚范线性空间， MCX、 证明： 

沉丄={工|工€叉，/(工)=0，对一切/€从成立} 


为X中的闭子空间. 

证设 u ”} 匚 m 丄， a —^ rex ， 则 v / eAf ， 有 

/(xj = 0， /( x )= lim /( x ”）= 0. 


所以 x€A/i， 即 M： l 是X的闭子空间 


6C[a，6]， 证明： { a } 在 


例 12 若二6 C[a ，6]，且 
|>，幻上是逐点收敛的，即对每个£€[〜6]，{心0)}收敛 


x 


证首先，对于固定的 [ a, 6]，在(: [a，6] 上定义有界线性 
泛函良。，有 ^ 0 (x)=x(« 0 )- 


，则 氏。 O：!*)— 氏。(I)，即 XlG。) —工 (A))* 因此， {Xj 在 


由 


X 


n 


[a， 幻上是逐点收敛的. 


13设 X = Z 2 ， e „ = (0,0,…， 0，1 ，0 ,…）， n = l ，2, …，证明 


ft 


不强收敛于 ^而匕 一 

证因为 IUJI =1，所以不强收敛于 o. 
又由(/ 2 )*=/ 2 ,即V 

oo 

f ( jo )= y ] XnVn ， 

«= 1 

于是 f ( e „) = (”- ► oo ) ， 即 —' *6. 

例 14 设有//[0,211]上的泛函序列 {/„}, 

f n ( J 0) = 




X 


2 * 


{t)smntdtj :* ： 61 /[ 0 , 2 丌]， 


X 


0 


m 


证明： A 但 {/«} 并不强收敛于0 
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因为 II 人 II = 


sinnt I = 1 ， 所以 {/„} 并不强收敛于0 


max 

fe[o,2ic] 


Sx 是三角多项式时，由分部积分可得 


A f 2X 

/„( x ) = — I x f { t ) cosntdt —^0 f n —► oo , 

n Jo 

由于 II All =1 及三角多项式全体在 CCOdTT ] 中的稠密性，立即 
得到，对于任何•^1 1 [0,270,有 

T 2 if 

/« (x)= j ： (/)sinnfdf^O (w—oo). 

Jo 

is 设 x ， y 是賦范线性空间，： reBdyhU } 是 x 中一 


证明 — >Tx 
证任取 Aey ' 定义/为 


点列，若 


X 


工0, 


f { x )= h { Tx ) , X ， 

则/线性是显然的.因为 AeY •，且 了有界 ，有 

|/(x) 1 — |^(Tx) II A II II Tx || ^ || ^ II II 7 1 II 11-2 ： II 

所以 / EX ' 又因为 


niii 

ti：J 


jCo ~ '(工 》 ) (工。 ) ， 


X 


Bp / i ( Tx n ) — ACTx ), 而 A 是任意的，从而 T：t 

16 设 e ”= (0, … ，0，1 ，0,…） € f 1 ，证明 


fiTLi 


D£j 


& 但匕一 — a 不成立 

因为夕 =( C 。）* ，而 V jr =( xi^ 2 t 


£n 


，…） ec 0 , 有 limx 


，工 


ftrL\ 


= 0,所以 e „(: r )= j ：„—0 ° o )， 即 e ” ^8* 

但是 C / 1 )* =广，取/=(1，1，.“，1，".）6广，则 

• yXe ”） = l，w = l ，2， 


* 輋 _ 




所以 /( ej >0( n — oo ) ，即 & — Q 、 

设是賦范线性空间中的两个序列，证明 


17 


m 


+ J ； 和 ax n 


ax 9 


x 
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* 


其中 a 是任意数 


E 因为是线性的，所以由 

fix n ~hy n +/(>)—/(:*:) +/(jO =/Czr+_y ) ， 

f iax n ) = af (,Xn)^af ( 工 ） =/(ax), 


，: y » — ^： y ， 有 




~\~y 


x -\- y , ax n 


18 在賦范线性空间 X 中，若 


X 。， 证明： XoGF ， 其中 


y=span{x rt }* 


用反证法证，设 々 eF ， 则依例5,存在一 Fex 、 使得 V 


y 


eF ， 有 


F (: y) = 0 ， F(x 0 )=^=inf || y~x 0 || ^>0 


y ^7 


所以 { FOrJ } 不收敛于 F ( x 。）， 导出与 x 


矛盾.从而必有 X 。 


ey 


例19设{^}是賦范线性空间 x 中的弱收敛序列，证明 ：存在 


一个由的元素线性组合构成的序列 

证 sytspanUd ，则依例18，1。€7.由闭包的概念，存在 y 

因为 ： VmGy = span {:*:«}，所以: y « 是 


中的序列{>}，使得 y 
u „} 元素的线性组合. 

还可以证明: z 1 中任何弱收敛的点列必是强收敛的.（证明比 

较复杂，略 .） 




I < + °°，证明 


例20设 


且 lim || 

1(—00 

II ^0 II <Urn 

证 v / ex * ，有/(%)— / g ：。）， 于是 

■ 

l/(^o) I = sup | lim /( x „) 

1 1/1=1 

1 JI^OO 

21 在实(或复）的賦范线性空间 X 中的弱柯西点列，是指 


_ 

_ 


1 X 。 II 怎 sup 


sup 
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MX 中的点列 /ex* ，序列 {/( x „)} 是 R 或 C 中的柯西序 

列 （ lim / UJ ). 证 明：弱 柯西点列是有界的. 


证设 U ,} 是弱柯西序列，定义“为& (/)=/(〜） 

为 {/(&)} 是柯西序列，所以是有界的，即 

|/(x 0 ) |=|^ (/) I <c. 

由于; r 是完备的，则由有界性定理可得 

II X„ II = II g n II 

如果賦范线性空间X中的每个弱柯西序列在X中是 

弱收敛的，则称7是弱完备的 • 证 明:若 X 是自反的，则 X 是弱完 




22 


备的 


证设是 x 中任意弱柯西序列，则 v / e ^ r ，{/(〜）}均 

收敛，对于 a € X，存在办 6X**, 使得& (/)=/(x”） ，所以{心 (/)} 
也收敛，即办（/)-^(/).由例21知， U«} 有界，且II 


g 


IUJI • 于是 

II gCf) II ^ || gif^—gnCf) II + 

取6= H / II ，当时，有 


(/) II II / II . 


8 


II g(f) II <(l+c) || /|| , 

从而知/ 有界. 而由定义&(/) = 1〖《1办(/)知，&是线性的， 从而发 G 


又由 x 是自反的，必存在 xgx ， 使得 v fex ^ ，有贫 (/) = 

n 

由 {&} 的任意性知， X 是弱 


X" 


_ 


rLrJ 


/Or)- 所以 /UJ—/Or) ，即 工 

完备的 • 


设X是可分的賦范线性空间， M 是; T 中的有界集，证 

■ 

明: m 中每个点列含有弱*收敛的子列 • 

证对 M 中的任 一 有界点列 {/»} ，存在常数 C， 使得II/» II 
0i=l，2, …). 取X中稠密点列 {x»}. 因为|/„0^)1<0： 

) ，所以有 { n \} CZ { n ), 使得 {/„h) } 的子列{/„〗 (A) } 收敛. 

■ 

类似地，有 {/«〗Cr 2 M ，{☆(々）},…收敛 • 即得子列 Ui}C= 
{ni - 1 } ，且对 J_<1 ，{々 (A) } 收敛 • 


23 


(n = 


Xl 


1，2, 


• • « 
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考察 U 〗}， 对任何）， 收敛. 由于在 X 中稠密， 
II II <c (务= 1 ， 2 ,…），故知点列 {/<( x )} 关于一切 xex 均收 


敛 


例24若又， y )， 且成}与 {7 U 分别强收敛于 S 和 
T ， 证明： {&+7 U 强收敛于 S + T . 

证因为， Vxex , 有 

II (S n +T n )x-(S+T)sr II 

Ssc II + II T n x-Tx II —0 (n—oo )， 


X 


n 


因此，又+7\强收敛于 S + T _ 

例25 证明： 弱收敛弱*收敛 • 若 X 是自反的，其逆也成 


立. 


/，则 v 茗 ex * •，有 发 （人） 

(/)=/ u )， 即/” 


证设，且/« 

(/), 且 g 玉 X“ ， fAd=gAfJ 


g 


g 


Jt 


二 / 令入 一 /• 

若 X 是自反的，即 V gex - 3 x € X , 使得/(工）=尽(/)对任 

/=> 〆 /«)_ 〆 /) = 




收敛： /” 


意 fex •均成 1 立. 因此， 

/»( x ) — /( x )-**0. 

126设:10，《 = 1，2,，_.，证明 ： 7\一了 当且仅当 

V e >0,3 JV (只依赖 £) ，使得对所有 n > N 和所有范数为1的 x € 
X ，有 


- ► 




II T n x—Tx || <e. 

证必要性设乃—了，且 IU II =1,则由 

|| T n x-Tx || < || T-T || IU || = || T-T || -0 

知，V e>0 ，总存在 AT， 使得对于所有 n > N 和所有范数为1 

X，有 || T n x-Tx || <e. 

充分性若题中条件成立，则 

|T« V — Ty | <C£ { n^>Nt || y || = 1). 
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对于任意固定的: r ：?^， 设: y = :r/ |U || ， 有 

II T n x~Tx || = || T n y—Ty || || x || <e || 

从而，对于所有 T n - T \\ 

7 设从賦范线性空间 X 到 Y 的线性算子定义为 T*r = 


x 


xex ， 其中 /. ex *， z , ey ，/= i ,2, …，"，证 明: 


= ^jgizdfi 


T 


g 


证 因为丁 (工 )々， 所以 V 茗•，有 

i=l 

g(Tsc)=g( 2 乂 ⑸ 2 *) Yj/i(^g(^ = [ YjS^fi) ( 工)， 

1^=1 1 = 1 1=1 

n 

(Tx)=T^(x) = ( (x )， 

*=i 

i=l 

设是 (5,0 是 [ a ，6] xO ,6] 上的可测函数，且满足 

|iKs ， r) 卜 cUck<°° (g^l) 


但 


g 


因为: r 的任意性,所以 : r 


g 


28 


fj 


b 


b 


映射 （灸 x )(5)= kisjOxCOdty 工 GZ /[ a ，6]- 

J a 

验证是是到 P [>，6]( l //> + l/g = l ) 内的有界线性算子，证 


(是 * gOG)=j kQ ^ s ) g ( t)dtj g ^： L p { a ^ b ] 

证 先验证 a 是有界线性算子. 

对于 有 

|(^)( s ) | 9 d 5 


1/9 


l/fl 


b 


b 


9 


(f 


kisjOxiOdt d5 


II kx II q 




Vq 


qfp 


，神 )(1 


I p dt d 5 
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,={[ [ 1 9 did5 J 

所以 4 是线性有界算子，且 


1/9 


X 


p 


1/9 


U II <(|| | 々 OM)hd«bj 

由于（!^[〜6])*=1/[〜占]，故\/ 发 ez /[ a ， 办]，工 ei /[ a ， 办], 


有 


m 


b 


k(t^s)x(s)ds)g{t)dt 


g(kx)= (kx)(t)g(t)dt= 


n 


b 


k(t 9 s)x(s)g(t)dsdt 

J (J 

g{kx)=k m g{x^> , k* g ^： (Z/[a ， 6]) • =Z^[a ， 6 ]， 


x ( s ) d 5 - 




但 


b 


所以 


(k* g)Cs)= k(t^s)g(t)dt. 


例 29 设 X 是賦范线性空间，证明下列命題 等价： 
a ) x 可分； 

(2) 闭单位球 S(；0=U| 

(3) 单位球面 SpOOzUI 

证(1)==>(2).若可数集 A 在X中稠密，则 

II <1} 可分. 


II <1} 可分; 

=1} 可分 


X 


X 


(X)中的可数稠密集，从而闭单位球500= { 

(2)X 3). 若 Z 是 *S(x) 中的可数稠密集,V 


x\ \\ JC 


ay=o )， 则是 s 中的可数稠 密集. 因为， 

1，若 II 工《 — 


x / 




X 


事实上 v xes F ( X) f 

=1-于是 


( w -^oo)， 必有 




X 


X 


X 


X 


X 


X 


X 


X 


< 


—X 


_X 


OO n —X 


x„ 


X 


X n 


X 


I 


I x n —x II +11 


< 


0 in 


) 


—1 


X 


X 




所以是可分的- 

(3) xi ). 设〜， x 2 , …是心 on 中的可数稠密集，记 
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{ r ^| r 为有理数 ， n = l ，2 r "} ，则 B 是 X 中可数稠密集 • 因为，事实上 

v joeXyx^o,x f =x/ 1| x || espoo, 若工 ” espoo ， 

B ， 从而知 s 在叉中稠密， X 是可分的 • 
例 30 证明： 在任意的有限维賦范线性空间中，点列的弱收敛 

与强收敛是等价的. 

证由定义知，强收敛的点列一定弱收敛，故只需证弱收敛的 
点列一定强收敛即可. 

在任意《维陚范线性空间 x 中取一组基…， a ， 则 v 


，取 


I 工 II ，则 


X 


r n J 0 


^ 由第一章第七节定理10知，存在正常数，使 

(=1 


得 


^(2|^| 2 ) 1/2 < iuii <c 2 (Si^i 2 ) 

1=1 <=1 

= 与此 成立.若记 /,■ ( 2〜 ） 

1=1 1=1 


则/是 X 上的线 


对于一切 


性泛函.由于 


|/,( 工） |^7^~ 


C \ 


Wif 反 X ， ，/=1，2,…， n (有限维賦范线性空间上的线性泛函是连 


续的） 


firti 


X 9 Xn ― ^ x ， 则对于 = 1，2,…， n ， 均有 /, ( x „) 
0. 因此， 


若 


/i(x) in 


II <c z ( Si 版 ) 一乂⑴ I 2 ) 

i = l 




即 x 


本例实际上说明，对有限维賦范线性空间，点列按范数收敛等 
价于各相应坐标的收敛 • 

例31设 M 是賦范线性空间 x 的闭线性子空间，证 明：若 


工0，则工0 6 M 
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证用反证 法证. 若 a 否 M ， 则由题设知，^=^(1。，财)>0.于 

是，依泛函延拓定理，必可取到 / ex *, 使得 

f{jo 0 )=dy /(x) = 0 ， xQM ， 


从而/0„) = 0.但是 


為，故 


/( x o ) = lim /( x J1 ) = 0, 


导出 矛盾. 因此必有 

例32 设五是 賦范线性空间 X 的弱紧集， 史：五 —及是弱下半 

连续泛函，证明#在£:上可达到极小值，即存在，使得 〆 : r 。) 

= inf ^<: r ). 


先证?>在£:上有下界.设9^>在£上无下界，则 V n > l ，3 x n 

工 0 €£.由 P 的下半连 


hrJ 


eE ^ x ^ X - n . 因为五 弱紧，不妨设 
续性，有 


〆 工 0 ) ^ lim <pix n ) 

”〆 00 

导出与 P 定义矛盾.故?>在£上必有下界 • 

其次，若取点列使得 〆 xl )— inf 9< x )， 则必有子列: r ! 

由下半连续性，有 


— oo ， 




y (工二 X lim y(xi ) = inf yCr). 

又 9>0 r ) 显然成立，故 〆 /) = inf ^ x ) 


现将几个常用共轭空间与线性泛函 列出: 

(妒 : T =妒， 


/(x)=a 1 x 1 +a 2 x 2 H - ha 


/( 工 )=S 

«=i 

/( x )== f ： 

fl=I 

_ 

f(jo)=a limjc”+ ^ 


<J p )*=l q 




C 0 *=/ 1 , 


<^nOC 


C 


<^nX 
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(!/)*=!/， 


/(x)= xiOgiOdt 


= V r 0 [ a ,6 ]t 

其中 l</)<oo，l/p 十 l/ g = l 


/(x)= x(OdgQ) 


第五节逆算子与开映射定理 


主要内容 


1•定义1设 x，y 是两个賦范线性空间， Aesoc—y ) •若逆 
算子 ^r 1 存在， /?G4)=y ，且乂― 1 为有界线性算子，则称 z 是正则算 


子. 


定理1线性有界算子 z 为正则算子的充要条件是存在定义 
在 y 上的有界算子 c， 满足 


Cj4 = /y» i4C=/y. 

定理2设是賦范线性空间， AeBOc—y) 是正则的，则 
z •也是正则的，且 u _1 r = G4 •: r 1 - 

定理3设 x,y，z 是賦范线性空间，如果 a 是 x 到 y 上的正 

则算子, b 是 y 到 z 上的正则算子，则 ba 是 x 到 z 上的正则算子， 
并且有、 

2 .定义 2 设是两个距离空间，映射/: X—y， 若/把定 
义域 ZK/) 的每个开集映为值域 /?(/) 中的开集，则称/为开映射. 

定理4设 t 是巴拿赫空间X到巴拿赫空间 y 的有界线性算 
子，且 TX = y ，则对于任意 a>0 , 必有5>0,使得: TTSKOm ) 在 

AK0，M) 中稠密. 

定理 5( 开映射定理）设了是巴拿赫空间X到巴拿赫空间 y 
的有界线性算子，且 1 ，则了是开映射. 

3-定理 6( 逆算子定理）设: T 是巴拿赫空间; f 到巴拿赫空间 

y 的有界线性算子，且: r 是 x 到 y 上的双射，则逆算子了- 1 一定是 
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有界算子 


设 X 是线性空间，在 X 上有两个范数 II • II 1, II - II 2 ,并 
满足条件 II 工 || !<c || x || 2 ， xex ， 其中 c 为非负常数，则称范数 

II 2强于范数 


鬌 


是连续的，或称范数 


II 2 对范数 


h 弱于 II • || 2 ). 

定理7设在线性空间 X 上有两个范数 | 

关于这两个范数都成为完备的賦范线性空间（巴拿赫空间），且范 
数 II • II 2 关于范数 II • II i 是连续的（即 II • IU 弱于 II • II 2 )， 

则范数 II • 111 关于范数 
从而 II • II i 与 


(即 


I • |1 2 ，若叉 




1， 


弱于 II • II 0. 


连续（即 


丨 2 等价. 

S . 定义 4 设 X ， y 是賦范线性空间，： r : ZXT )— Y 是一线性 

算子， Dcnczx , 若 t 的图像 


G(T)-{(x,^)keD(T),^=Tx} 

在賦范线性空间 XXY 中是闭的，则称: T 为一闭线性算子. 

定理 8( 闭图像定理）设是两个巴拿赫空间，: T 是 ZKD 
CX 到 y 的闭线性算子，若 iXT ) 是闭线性子空间，则： T 是连续的. 


疑难解析 


1. 怎样理解逆算子概念？ 

答线性算子的逆算子是与算子的“除”法运算联系在一起 

的，因为各种类型的方程总可以归纳为一般的算子形式儿•这 
里，算子 a 是从空间 x 到空间 y 的一个映射，^是空间 y 中的已知 

是空间 x 中的未知元.要确定方程对每个: yey 何时 
有惟一解 > r 存在, X 连续地依赖于: V ，就要讨论4 _1 在什么条件下存 

在且是定义于全空间的连续算子. 

当 A 是从空间 X 到空间 Y 的算子，其定义域和值域分别为 

DG 4) 和及 04) 时，若>1是单射，即 V ■ rjeiXA ) 且工#: V 时， Ar # 
4 y ， 则称算子 a _1 : 为 z 的逆算子. 

显然 , DG 4— .若4是线性算子，则 


兀 ,X 
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/一 1 也是线性算子. 

2. 闭图像 定理的意义是什么？ 

答闭图像定理在验证算子是连续算子时是很有用的，它被 
用来验证某些线性箅子的有界性，特别是用泛函分析方法研究偏 
微分方程时较为重要.一般地，对于偏微分算子要直接验证它的连 
续性是比较困难的.因此，可以用算子成为闭算子的充要条件 ，先 
验证某些微分算子是闭算子，然后再利用闭图像定理证明它们是 

连续算子. 


当讨论距离空间上的连续映射时，如果它的定义域是闭的，则 
映射必是闭映射.从而，由闭图像定理可知，一个从巴拿赫空间到 

巴拿赫空间的线性算子，如果它的定义域是闭的，则它是连续算子 

的充要条件是它为闭算子. 

在闭图像定理中，/) CT ) 是闭的条件不 可缺. 


方法、技巧与典型例题分析 


要求辨析与理解概念，了解其简单应用 • 

例1设 x，y 是数域尺上的两个向量空间.了： x—y 是线性 

算子，其值域及 cr) (即淡（了））包含在 y 中，定义域 d (: r) 
(即您 GT))CIX， 证明： 

(nr -1 : Rcn—Dcn 存在 ㈡ 丁 

(2) 若： r— 1 存在，则广 1 是线性的； 

( 3 ) 若 dimD (70 <oo ， T 1 — 1 存在，贝! I dimii (T) =出爪以了) • 

证 （1) 充分性设 和令工 =<?,又设了工产了心，则由 T 是 

线性的，有 


T(a：i - Xz)=Tjci — Txi = d ， 

工1=工2，即了工1 ==： 了工24 > 工1 = 工2，故了是一对一 


从而 Xi~Xz = \ 

的，即： T — 1 存在 

必要性若7^存在，则：^^ = 7^ 


^ x 2 ~0 9 则 


Tx \=^=>xi — 6 
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(2) 设： T - 1 存在 ， V 3^，力6尺(70，必3 A ，工士 DCT )， 使得 M = 

Txuyz ^ Txz ^ 于是对任意数 a ， j 3, 由 7 1 的线 


性知 


^y\^r^yt=<^Txi H-jffT x z =T Oxi 十 /? x 2 ) ， 


因此 


T - l iay x -\-^y z )= 叫 + /?x 2 = a T^ l y x -\ - ^T~ l y z * 

而： r — 1 的定义域 DCTI ^^ CT ) 是向量空间，所以了- 1 是线性 


算子 


(3) 由本章第一节例3中题 (2) 知 

dimR ( TXdimD ( T ) , 


对于了一 1 ，有 


dimR ( T " 1 ) <dimD ( T _ 1 ) ， 

而 dimmer — 1 ) = dimDCT ), dimD ( T - 1 )= dim J R ( T) f 

dimD ( T )< dimi ?( T ). 

综合以上两式，得 dim 尺 ( T ) = dimD ( T ). 

例 2 设 nz 是向量空间, t : y 和 s : y—z 是两个双 

射线性算子， 证明： 乘积幻 r 的逆 （ ST )- 1 存在，且（^了疒 1 ^ 
T ^ l S ~\ 


故有 


证由于了4都是双射线性算子，故均存在，且 
也为双射，所以 csrr 1 存在，且 


ST(ST)- l =I 

Iz 是空间 Z 上的恒等算子，从而 


ZJ 


S- l ST(STr l =S- 1 Iz=S-\ 

S- l S^Ir=>T(STy l =S- 1 , 

两边乘以： T - 1 ， 则由 7^： r =/ x ， 得 

T'^CST^-^CST^^T^S^K 

例3设 X 是由所有 2 X 2 阶的复矩阵组成的向量空间 
是一固定矩阵，用乘积定义 r : 证 明:： T 是线性的, 

且问了- 1 在什么条件下存在. 

证由矩阵运算性质知，: T 的线性是显然的.而 T ^ 1 存在 O 


又由 
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參 


W ) = {外 ，即 ft 为满秩时，7- 1 存在. 

例4设为陚范线性空间，了 ： x — y 为闭线性算子, 
t - 1 : 存在，证明:了- 1 为闭线性算子. 

证取{3^<=7,3^€74€又，使得当”—00时，3» 


了 一 1 


y ， 


3^ 


x 


而了为闭线性算子，所以 


由于 ： T 一 

Tx = y . 从而了 _1 >=*3：，因此 " T _1 是闭线性算子. 

设是賦范线性空间 ，： r : x - y 为闭线性算子，证 






mm 


( i ) x 中紧集 d 的像: m 为 y 中的 闭集； 

(2> y 中紧集认的原像: r — 1 仏 为 x 中的闭集 


(1) 取{^}匚/3,7^4：^1"_由于 d 是紧集，故必存在收 

而: r 是闭线性算子，所 


敛子列{%}.设 

以 Ti =3/， 即: yem . 于是： m 为 Y 中的闭集， 

(2)取{}„ ICZX ^ ，了 _1 3；«- ►：?： 6兄因为 A 为紧集，所以必有收 


x » x6 ^2* 又 7\ r « 


: y ， 


X 


n k 


敛子列 设 3 V ^，3^ X 2” 又了-^广 I ，了(了 _1 ')=八 

而: r 是闭线性算子，所以 h =： v ， 即于是 
为 X 中的闭集. 


: y ， 


设 : T : X — y 是线性算子，并且 dimX = dimY = n < oo , 证 

s 

阴 t R ( T)=Y 的充要条件是 了 _1 存在 • 

证必要性设尺的一个基，则存 


在使得 


n 


令 

)=i 


,=沒，因 为了是 线性的，有 


n 


j=i j-i 

由于， ~ ，…人线性无关，得七 = 々 = 


0,故 Oi ， e 2 ，". ，仏) 






n 


H 


=及妁，有丁工= 2^ Te > = 2 咏 

>—i j 怎 l y=i 


是 X 的一 个基. 若 7 ^r = 心则 


X 
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=没， 从而芒 1 = $2=山 = 乞= 0, 即尤 = 久 由例 1 知， 7" _1 存在. 

充分性由例1中题 (3) 直接可得. 

例7设: T 是从賦范线性空间X到賦范线性空间 Y 的有界线 
性算子，如果存在正数使得V :有 || || || x || ，证 明: 

存在并有界. 


Tx—B =>6 II x || ^ || Tj : || =0 


由 


则依例1中题 (1) 知，: T" 1 存在_ 

因为及 cr )= y，v 3^7，存在文6叉，使得3/=7^，即了一 1 7=了， 


从而 


T- X y II 


< 丁 || T*x || = 


y 


b 


b 


综上知 ，TH 存在且有界 • 

例8证 明：有 界线性算子： y 的逆： r - 1 :及 cn — x 不 


一 定有界 


3^=(#)， 7)”) = 


取 


( n +» /7 


/7 


(打°)=(为;°°)= 


T ^ l y n =x 




”+y 


= */ fi /2， 


II <1， I 

从而了夂不一定有界 • 

例 9 证 明：由 （6, 匕 ）h-f 2 定义的了 
(&,&) 卜 (匕 ,0) 定义的映射 S 

证因为7^=6，；!：=(&彳 2 ) ,7■将 R 2 中的开球映成 R 中的开 
区间，开区间是 R 中的开集，所以了是开映射 • 

*5 :(匕，匕 )—( 匕， 0) 将开球映为开区间，但开区间在 R 2 上不 
是开集，所以 S 不是开映射 • 

例10举例说明一个开映射不一定将闭集映射到闭集上. 

解例如，例9中的映射: T 将闭集 K 心 ，匕） |M 2 = 1}CIR 2 映 


Y 


H 




X 


II % II 


是开映射.由 


R 2 是开映射吗? 


\ 
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为 R \{0}, 而 R \{0} 在 R 中不是闭的. 

11 设 X 是賦范线性空间，:是只有有限个非零项的 

II = sup|~|， 又设了 是由： y = 7^r = 




复数列，其范数定义为 


士 f 3 , …定义的，证 明:: T 是有界线性算子，但是无 


界的 


证因为 

T(ax+^) = f ( a $i + ^7i) ，士(“$2 +仰 2) ，… 


2 


) 


荩1，7冬2，；冬3,…+ 卢 


2 


= aTx J \r y 9 

Tx || =sup ^sup 


Til <1，所以： r 是有界线性算子. 


又: T]：y = (% ， 27 2 ，…），取 > =( K —Wi) ，则為二广 1 ：^ =( 心） • 

= KlUll ，即 11了1 >^ = 1，2,…， 


1= II Xk I 


了 — 1 


yn 


从而 T— 1 无界. 

: r _1 无界与开映射定理并不矛盾，因为这里 x 不是完备的. 

设 x 和 y 是巴拿赫空间 ，了： y 是单射有界线性算 

1 :及(了)— x 是有界的，当且仅当尺(了）在 y 中是闭 


例12 


子， 证明 ： T 


的. 


充分性若尺(了)在 y 中是闭的，则尺(了)是完备的*由开 


映射定理 ，了 - 1 是有界的- 

必要性设了― 1 是有界的 ， v 3^只 cr 7 c ： y ， 存在 

尺 CT )， 使得％— ： y ， 且有4=了 _ 、因为了 _1 是连续的，叉又是完备 

的，则依连续映射定理知，收敛，即 工，工泛 x . 因为了是连续 

Tx ^： R ( T }. 由于： K ( T ) 是任意的，故 


的，:>^=7>”一7^，所以} 
R(T) 是闭的 • 


y 是有界线性算子, x，y 是巴拿赫空间_若 


13 设 T : X 
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t 是双射，证明 ：存在 正实数使得 v rex , 有 

IU || < || Tx II <6 It 

证由题设知， x ， y 是巴拿赫空间，了： x — y 是双射有界线 
性算子，则依开映射定理 ，了 ― 1 是有界的.因为 


X 


a 


1= II 7 T - 1 || < || T || || || ， 


故 


II T~ l || >0， || T || >0. 

1/ II t- 1 || , 6 - II r || , 

|| < || Tx 11 <6 II x || . 

设 X 是线性空间， L 与 A / 是 X 的两个线性子 空间. 若 
，则称集合 U /+ 〜 U / eL ，〜 eM } 为 l 与 m 的直接和，记做 


令 


a 




则可得 


a \\ x 


L + M , V xer + Af ， 有惟一的分解 x =々+: r m ，其中 x /6 L ，: r m e 脱 


为数时，有 


(ax)t-axif x^y€：X 


J 14 设 X 是巴拿赫空间， L 与 M 是 X 的两个闭线性子空 


间，且 X = L + A /. 证明： X 中点列 UJ 收敛于 I 的充要条件是 


(«> 


< w > 


0 — 00)， 


X /， X 


X 


其中 a 00 ，％分别是 A , 1在 L 中的分量， 
中的分量. 


(«) 


分别是 


在 M 


X 


yX m 


X n y ^0 


充分性 若/ 


n) 


(«) 


则 


工/，工 m 參工 in ， 






(n) 


-a ji + lur 

必要性在义=兄+兄》上引入新的范数 

|| X || ! = || X| || + 

因为 L ， M 是又的闭线性子空间，所以也可视为巴拿赫空间 • 
取 U ,} 是 X 中按 |1 • || :的基本列，由于 




0 ( n -^ oo ) 


— x 


x 


r,j 


II Xp—x q II 1 = II xj p) —xj q) II + 


(p> 


( 9 ) 


乂 m 乂 


所以 UPMxf } 分别是 L , M 中的基本列，从而存在 
M ， 使得 
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II 11 — 0, 


</>>_ 


11—0 


若记 x=：o 十 Xm ，则有 I 

视 义上恒 等算子 / 为(X， 

地，/是线性双射，而由 

II loc II = 


|| \~^0 (n - 

II • Wxmcx, 


工 p 


X 


I) 的算子，明显 


Xt~\~X m II < II Xi II + II x m li = II X II 1 

知， / 是 ( x ，|| • || 1 )到(尤，|| • II ) 的连续算子.由逆算子定理， 

广 1 是 （ x， II • II )到 or , II • II :)的连续算子，因此，当 uj 按 

II • II 收敛于 J ： 时，必有{工》}按 II • II 1收敛于工，即 X 按 || • || j 

也是巴拿赫空间，从而 




M 


Cn) 


(n 


> 


Xi^X 


Xi 


例 15 设 X = L[l，cxO 为 [l，oo) 上勒贝格可积函数全体，对: c 

ex ，祓嫌 lull =ru(oi 士， x 为巴拿赫空间，证 明： x 上算 


子: r : ico—uu) 是闭算子，但 zkt ) 不是闭线性子空间 • 

: y。， 显然，对 A，：yoGX， 且对 


设工。6 iXT 1 )，x rt — 工。，了工 


[l，oo) 上几乎所有的“有 


\imx n ⑴ = :r 0 ⑴， lim 此 Ct)=yoi0 9 


从而，对几乎所有的 f， 有: yG(0=toG). 所以(丁），且 Ti 0 = 

即： r 是闭 算子. 

又了瘥无界算子，当取心(《)=社《,"+1] (即心 为 0，《+i] 上特 
征函数时），即有II心II =1. 从而 


yof 


tdt^n ， 


tx n (t)dt= 


Tx 


所以了不是有界的，了不连续 • 

因为 DCT) 是X中的稠密子空间，但乃(了)关又，所以 £KT) 不 


是闭线性子空间 


设闭线性算子了的逆了― 1 存在，证明:了―是闭线性算 


例16 


子. 


证因为: T 是线性的，由例1知，是线性的.又因为 
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Gcnczxxy 是闭的，由 G：，30K(3；,：r) 定义的映射 xxy-^yxx 

是等距的，于是 g ( t —DdcruWxeDcrwcyxx 是闭的.所 

以了 -1 是闭线性算子. 

17设是賦范线性空间，且 y 是紧的，若: r * x—y 是 

闭线性算子，证 明:了 是有界的. 

证因为任意闭子集 Kc=y 是紧的，由例5知，尺的原像在 x 

中是闭的，所以 t 是连续的，从而: r 是有界的. 

例18设均为巴拿赫空间 ，7\，7 \分别为从X到不 
与 x 2 的闭线性算子，且 ZXTdCI/XT^), 证明 ：必存 在一个正常数 

C, 使得 




II T Z X || <C( II T X X II + IU II ) 

证在积空间中定义范数 


(: r>Xx) || = 


工1 


因为: H 是闭线性算子，所以图像中的一个闭集. 
mx . x , 是完备的，于是也是完备的，故 GCTO 也是巴拿赫 

空间. 


作算子 B : G (了 d—UhTVr)—7VC ， （:，可 
以验证 B 是一个线性算子.又，若有序列 { (%，7\〜） }C=G(7\) ，使 


得 


ix n ， T a )—(x ，7" ix) , T z x 


y 


则由假设知， {xJCIZKDCIiXT ^). 由中范数定义知， 

(n—oo)， 而:7^是闭算子，故: reD(T)，7V 

是 B(x，7Yr)=7Vc=y， 即 S 是闭线性算子. 

因为均为巴拿赫空间，则依闭图像定理 ， B 
为从 GCH) 到的有界线性箅子，从而必存在常数 C， 使得对于一 
切: rGDCn) ，有 


于 


x^T z x 


y 


y 


II T z x || = || BU , T x x ) || <C || (x,T^) || 

=cc j| T x x II + IU II ). 

19 设 ( a, v ) 中无穷矩阵满足 
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s 

)=1 


2 


<oo W = 1 ， 2 ， 




Cl i i 




T : / 2 —/ 2 定义为 i — Tx ， 其中 

(fl ，芒 2 ， … ，芒 rt ，…） G / 2 ， Tx = (j}\ >72 ， 


)， 


，仏， 


■ « « 




X 


Vi = 

j=l 


1，2, …）， 




证明: 了为有界线性 算子- 

设 { x „} C ： l 2 9 x , y ^ l 2 , Jo n ^ x , Txn ^ y ( n ^ oo ) ， 

H "， G ， …）， 


=( 芝1，芝2,… ，己， …）， 


X 




X 


(7 l ，72，^“ ，7«，*")， 






则对任何固定的“有 

CO 


+ 2 a ^> — ? 

j=\ >=i 


< 


<(E k,i 2 Si^i 2 ) 1 / 2 +(S| S ^--^| 2 ) 1/2 

>=1 j=l X X 


<(SI^I 2 ) 1/Z II 

>=1 
oo 

故， 7- = 2 a A G ’ = l ，2， 

上的闭算子,依闭图像定理，亍是连续的 • 

设无穷矩阵 U 』) 满足：对于每个工=(&，&，••• ）€/ °°， 

) 都收敛，且: y =( u ” …）€广，令 : y = 7^， 


—x || + || Tx n —y || -^0 in 


) 


X 


n 


) ，即 T : r = y 这说明: T 是定义于整个/ 2 


■ ■攀 


20 


7*= y^j^G=i ， 2, 

J=l 

证 明：： r 是广—广的有界线性算子 


_ ■ ■ 


y^"fj(f=i，2 

>=i 

) er , 则有 


，…）收敛，所 


证因为 v 尤=(匕，芒2,…） er °， 


以，若取 (signaa tsigna <2 ， 


， signa ,„， 


• 拳 _ 


• • • 
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E 


S 


a^signa.^oo ， 


1 ， 2, 








# « _ 


令 /1(工 )= }] a^j 

上的线性泛函 ， i 

oo 

l /! U)|<E 


，，•^^(^，^，•••，^，…:^/^显然有乂 是广 


sup 1^-1 = 2 \ a u\ II ^ I 


， x 6 r ， 


Cla 


l J 


BP / iecr ) 

另一方面， t 显然是线 性的. 对于 


* 


x k = c $ i k \ e ( 2 k \ 


，以 ，…） 

x k ^ Jo ^ Tx k -^ yjy = (% ，7 2 ，…， ％，"•）• 


(&， 匕，…，乞，…） er ， 


X 




如果记 


7^*= (7 产，7严，… ，於) ，•••）， Tjo = (#) ，#。)，…，％。)， …） ， 


有 


/ iecr )^ 


/i ( 工 *) = 7?)—/i (^)=7i 0) G_ = 1 ， 2，…） • 


则 


又因为 jy ， 所以 


?7” )- (! = 1，2，…)， 

7. = # 0) (1.= 1，2,…）， 

Ti •因 为: T 是闭算子，则依闭图像定理，: T 是有界算子.从 

■ 

而，: T 是广—广的有界线性算子. 

例21设 X 是賦范线性空间， Z 是从 X 到 X 的线性算子, 

DCA )= X，B 是从; T 到； T 的线性算子,£>(5)=又、若¥ x 泛 X 及 

I 

/6X* ，均有 (B/)G ： )=/G4 ： r), 证明与 B 都是有界线性算子. 

证先证 b 是有界线性算子.设 /„，/ e ; r ,使得 ||/„— /|| — 
0, || Bf„- g || —0,则 v xex ， 有 

(B/") U) =/„ ( Ar )— /( 儿 T) = (5/)0 )， 

所以， B /= g ，于是 B 是闭算子.依闭图像定理， B 是有界线性算子. 

再证 A 是有界线性算子.因为 Vxex ， 由哈恩-巴拿赫定理, 


于是 




:V 
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可取 / GX *， || /II =1，便得 /( Ar )= II 

II Ax || ^f{Ax) = (Bf) (x)^ || Bf || || x || 

< II 5 II ll/ll I 


于是 


B || II x 1 ， 


所以 M 是有界线性算子. 

例 22 设 X 为巴拿赫空间，线性算子/> : X-X 是幂等的，即 
尸 2 = P ，且零空间 AKP ) 与值域 / UF ) 均是闭的，证明 ： P —定是有 

界线性算子. 

证如果 P 是闭算子，则由闭图像定理，即可得 P 是有界线性 


算子 


PxrT ^ y . 因为 


设有点列{心}6叉4，：^6叉，在；1—00时, 


K (尸）是闭的，故必有工。€又，使3^ =尸工0. 

PiPx n — Xn )= P Z X n — Px n — O f 

Px n _ X n ^： N (尸） • 


因为 


所以 


而 AK 尸）是闭的，于是 


\ im ( Px n — x n ) GN ( P ) ， 




y—oc 


即 P (： y — 工）= 0,从而 


= Px 0 = P z x^Px ， 


: y 


故尸是有界线性算子 • 

由例19至例22可以看到，当需要证明某算子 A 是有界线性算 
子时，利用闭图像定理，可以使证明变得简单，只需证明4是闭算 

子即可. 


1为巴拿赫空间，且 II OCn — ^ II 1 
— 0,证明： II • 111 必与范数 


例23设 C [0，1] 按范数 II 

0时 ，V f €[ oa ], \ x n { t )- xit ) 




k ⑴ I 等价 • 

若 II 工 II 1< II / II II ^ II » II ^ II < K II II -2 ： II 15-2:6 

III 等价 • 


X 


= max 


C [0，1], 则 II 

设有恒等算子 J : ( C [0,1], llxll )-^( C [0, l ], II ^ 

显然是线性双射.设{心}0：[0，1]，：1：0^0：[0，1：1，使得 


与 




—X || —0 ， || lx n — y II 1—0, 
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则由条件得 

— 3^(^) I ^ | x (^) — | + | x „( f ) — y (. t ) | 

— x || + |x”(f) — ⑴丨 — ►() (n—►oo), 

其中 6[0，1]， 故 x = y ， 即 Jx =_ y ， 说明 J 是有界闭 算子. 由逆算子 
定理知 ,/ h 也是有界算子. 

II 1< II I II II 

于是 II • II 与 II • II : 等价 . 

例24设又=0[0，1]， 且了： DCT )~* X ^\^ sc ( 的导 

数），其中 dct ) 是由具有连续导数的函数 o ： ex 构成的子空间，证 
明:了是无界的，但它是闭的. 

设则 II A || =1，且7^„=«广 1 •则 || Tx 
|| Tx n || / || x „ II = n . 说明不存在固定的正数 c , 使得 U || / IU II 

，从而了 无界. 

设 U ”} 匚 D (了），且 

敛是 [0 ， 1] 上的一致收敛，由 

v ( r)dr 


x 


n 


II < ii /- 1 


I it :c€C[0 ， l ]， 


X 


X 


X 


X 


=^ ， 


n 


因为按 c [0， l ] 上的范数收 


x^Tx 




X 


n 


n 


有 


Tjc 






X 


n 


n 


j ; 


limxl (r)dr 




0 


J 


1 (r)dr=x(^)—x(0 ) ， 


= lim 


x 


0 


j ： O)=x(0)+ y(t)dtj 


o 


亦即: reiXT ) ，且•故 T 是闭的 _ 

例 25 设是賦范线性空间,： r : 是线性算子， 

中: r rt eD ( T )， T 工 


:V 


n 


依定义4，了为闭的充要条件是 G (了)是闭的，而 G 为闭的 
充要条件是 z = 0r ， 30G ^ yozeG (： r ) •又的充要条 

件是存在 

( 工， 3 ； ) 60 ( 7 ^) 的充要条件晕 0 ： € 7 )( 了），且 7 ^=：^ 

注意，例25所给性质与有界线性算子性质有区别.若 了是有 


(工„,7^)€0(：0,使得〜因此，； — i ,7 ^c 


3^ 




z 


ft 


n 




Z 
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界的，则了是连续 的； 若 } 是1>(了）中收敛序列，则 { Tx n } 也收敛， 

这对于闭线性算子不一定成立.对于： T 是闭的情形，若两个序列 

和 {1} 在 JDCT ) 中收敛于同一极限，且相应的序列与 
均收敛，则 { Ta } 与 { GJ 也有相同的极限. 

例26设 x ， y 是賦范线性空间，了： DCO — Y 是有界线性算 
子, Dcncx ， 证明： 

(1) 若 D ( T ) 是 X 的闭子集，则: T 是闭的； 

(2) 若： r 是闭的，且 y 是完备的，则 Den 是 x 的闭子集. 

证 （ 1 ) 设 UJ 在 zxr ) 中收敛， a — 工，且{7>»}也收敛，则由 

于1)(了)是闭的，故工 eK^T=Dcr). 又因为： r 是连续的，所以 

: Tr ,由例25结论知， T 是闭的. 

(2>v ze 万故必存在乃 cr) 中一序列 u]， 使得 A —工. 由 

于了是 有界线性算子，故 

II Tx n — Tx m II 


T(x a -x m ) || < || T || || x B -x„ II , 

即 { Tx n } 是柯西序列.因为7是完备的，所以 } 收敛，即 Tz 


yer 


又由了是闭的，由例25结论知， xeiXT)， 且: Tz=y 因为X的 
任意性，所以 DCT) 是闭的. 

例27设 x ， y 是賦范线性空间 ，且; C 是紧的，若是 
双射闭线性算子，证明:了^是有界的 • 

证因为: r : 是双射线性算子， 所以了 - 1 存在.又因为了 

是闭线性算子，则由例16知，了 -1 也是闭线性 算子. 由题设知X是 

紧的，故由例17知，是有界的. 

例28设是賦范线性空间，若:: x—y 是闭线性算子， 

T 2 GJ5(X，y)， 证明 :7\+：r 2 是闭线性算子_ 

证因为 T 2 eB(X,Y),X 在其自身中是闭的，则由例26结论 


x ， x „ ，工 


知, T 2 是闭线性算子_因此 ，V 

，则由例25结论知 iJ 0 —yi fT z oc = y z ^ 于是，当 (Ti+D 


yz 


w + m 时，有 
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m 


(Tx J rT 2 )x=TiX+T z x=y x -\- y z . 

再次利用例 25 结论 ，即得 乃+乃是闭线性算子 • 

例 29( 闭延拓）设 T •• iXT )— 7是闭线性算子，具有图像 
GCO , 其中 IKTOCIX ， 且均为巴拿赫空间，证明有闭线性 

延拓算子则其图像为的充要条件是不含形如(义：^) 

的元素，且_ 

证必要性若了有闭线性延拓算子宁，则其图像为 

因为 T 将0映成<9,所以不含形如 0，： y )， 且3^^的元素 • 

充分性设不含形如 09，： y )， 且: 的元素，若 ( x ， yi )， 

( xw ) e ^ fy ， 则 


Cr ，： yi) — (D2) = ( 汐 ，: y!—A) eGCT 1 ). 

， M— % = 沒，所以 ， v Cr ， 3 ； )e^y 存在映射 T 为工 Ky ， 


由假设知 

即 h =： y ， 显然 f 是 T 的延拓.因为 GCT ) 是向量空间，所以 G ( T ) 
也是向量空间，于是 f 是线性的.由于是闭的，因而 T 是闭线 


性算子 


例 30( 零空间）证明 ：闭线 性算子 r : X — y 的零空间 WCT ) 
是 x 的闭子 空间. 

证 因为，{心}6〜(了），使得心—工，于是7^ 

^ 6 -^ 0 . 又 因为* r 是闭线性算子，由例25结论知，: T : c =<?， 所以工€ 

NiT \ 即 iV ( T ) 是 X 的闭子 空间- 


第六节共鸣定理 


主要内容 

定理 i ( 共鸣定理或一致有界性原理或巴拿赫-斯坦因豪斯 

定理）设 x 是巴拿赫空间， y 是賦范线性空间， （7%， reA ) 是一 
族从 X 到 y 的有界线性 算子. 如果对每个: || 7 Vc || <°°» 


_ 
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则数集 { II T r II ， rew } 是有 界的. 

推论 1 设 {入} 是巴拿赫空间 x 上的一族泛函，若 v scex ， 

( A (: T )} 是有界集，则 {/；} 一 致有界，即 sup II / r II < c «. 

r 

推论 2 设 Ur } 是賦范线性空间 X 中的一族元，对于； r 中的 

任何元/， SUP 1/( Jr ) I <00,则必有 sup || X r || <00. 

r r 

2 .定理 2 设是巴拿赫空间， {7 U 是一列 X 到 y 的线性 
有界算子.设 V xex , 收敛，则必存在 x 到 y 的线性有界算 

子7%使得 {7 U 强收敛于 T , 且 II 了 II <lim II T n 11 . 

定义1设步是 x 的共轭空间; r 的子集，当按泛函的范数 
有界时（即存在常数 M , 使得对于一切少， ll/ll < m ), 称步是 
强有界的•若 v 工 ex , 数集 {/ u ) l /6^} 有界，称企是弱•有界的. 

4. 定理 3( 斯切克洛夫 ( CTCKJ 10 B ) 定理）机械求积公式 

/„(^)= 2 A ^ xt ^ <#) < … < =6) 

* = 0 

ec |>,6] 收敛于 J 

kn 

(1) 存在常数 A /， 使得 5] 

(2) 对任一多项式 jt = 工“），有 

/”( 工 )— f xit)dt (n- 


# 


x(t)dt 的充要条件是 


对于任一函数 x 


0)dt 的充要 


推论设 则 V xec [_ a , b ^ f n ix ^) 

条件是对于每个多项式工( 0 ,有 

/«( 工） 


(t)dt (n 


s . 设有（形式）数值级数，通常用 1 ! 2 ^ = !把 2 〜作为 

«=i t= i 

和即 S = lim 又，称 S 为级数的柯西和.对任意的无穷矩阵 
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作和〜 = ^ a^Sk 

1 

在，且当 


(n = l , 2,…）•若对于固定的 n , 级数的柯西和存 


时〜—〃，则称 a 为级数 X ； 

n=l 

和.若矩阵(〜)使得相应的求和法关于柯西求和法具有承袭性 
(即在原求和法下其和存在的级数在新求和法下和仍存在,且两者 
相等的性质），则称(〜)为正则矩阵. 

定理 4 设 C 是收敛数列:全体按范数 || o：l 

所构成的巴拿赫空间，又设{句}是一列数，若 V 工=氏}€0：，数值/ 


关于无穷矩阵的广义 


n 


= S\ip\X n 


存在，则/是 c 上的线性连续泛函，且 


ll/ll = X ) i a * i <°°* 

1—1 

定理 S (托普里兹 ( Toeplitz ) 定理） （〜） 是正则矩阵的充要 


条件是 


(2 )lim y ^^ ia = l ; 

k^x 


( l ) lim 〜 = 0， 是=1，2, 


♦ # • 


_ 


*=1 


1，2, 




•攀 ■ 


疑难解析 


1. 共鸣定理有何意义？常用什么方法证明？ 

答在分析数学领域会常常遇到一族有界线性算子是否一致 
有界的问题，共鸣定理就是讨论在什么条件下，一族线性有界线性 
算子一定一致有界，所以也称为一致有界性原理.利用共鸣定理可 
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① 




■ " « 


詹 


* 




a 


以讨论傅里叶级数的发散问题、机械求积的收敛性问題等. 

证明共鸣定理的方法很多，常用逆算子定理证明，也用更直接 

_ 

的方法——“纲推理”方法证明.这些证明涉及内容与定理较多，读 

者 一 定要认真体会与理解 . 

2. 强有界与弱 1 •有界有何不同？ 

答对 X 的共轭空间; T 的子集少当按泛函的范数有界时，称 
0是强有界的;若 V :数集 {/( x ) |/6利有界，则称少是弱* 

有界的. 


强有界集显然是弱 •有 界的.又因为致密的数集是有界的，所 
以弱 • 致密集必是弱^有界集 • 

利用“强有界”、 

吗定理改述 为：当 X 是巴拿赫空间时，共轭空间 X * 中的弱-有界 
集也是强有 界的. 因而，弱有界集和强有界集这两个概念完全一 

致，统称为有界集，并由此得出， X * 中的弱 1 ■-致密集是强有界的. 


有界”的概念，可以把关于线性泛函的共 


方法、技巧与典型例题分析 

共鸣定理与开映射定理同属于“纲推理”型的定理，证明的关 

键在于利用好完备空间的第二纲性 • 要认真理解定理，掌握定理的 

证明方法,学会应用共鸣定理分析问题 • 

例1考虑空间 c ， 若是某个标量序列 ， v x = u „} ec , 

y \ x n a n 收敛, 证明： ae / S / Or )， 是 C 上的连续线性泛 

i |= 1 «=1 

函，并且 II / II = f 

n— 1 

n 

证在 C 上 定义人 (x)= 必 ，则人 是线性泛函，且 

l/nU)l<2 U 」 k ， l<( S k-i)sup|^J t 

i 忠 1 i^l n ^ 1 

所以 N /- II <s kl ，/« 

i^l 


是有界线性泛函.因为，若取 
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(signer” signor 


， sigiur„,0 , …），则 I 


u ) 


二 1 ，故 

II /” II > I/Or °° ) I = XI 1^,1=^ II fn II = 2 l a ‘ I ■ 

1=1 t=l 

If oo 

1= 1 « = 1 


■善嘛 


，由共鸣定理 ， || /„ || 有界， 


从而 


2 l a «I =sup 2 I I =sup II fn II <oo, 

»=1 i=\ H ^ 1 


即 ae/ 1 


由共鸣定理知，存在 /e ； r , 且 

h 


f O) = lim Y] ^i a i = 2 

oo 

且 II /II <E I 〜 I ，而实际上又有 || / ||>Sl^lVn 成立，所以 

n=l *=1 

II / II = 2 


x n a n9 


例 2 设 X 为实賦范线性空间， {x„}CX ， 证明： 对一切 /e 

p 

oo 

又\乏]|/(4)|<00的充要条件是 : 存在正数财，使得对于一切^ 

«=1 _ 

和 q = 土 1 ， 1 ， 2 ， … ，有 


2 

1=1 




^iXi 


证必要性 ¥/€ 尤、记 $= 5 1 & 11/( 工 1 ) ，则 ¥/^1 ^有 

Ei/u)i=/(S^)<ii/ii I E 

i = l 1=1 1 i=l 

X ； l/Cx f )|<A/ ||/li . 


<M || / || , 


BiXi 


所以 


充分性 v fex •，有 


1 ( D 以‘) # *(/) I = I/(Si/^)i<°° 

i^i i .= i 
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则由共鸣定理，存在 M ， 对一切《，有 


( 2以*) 

例3设 X 为巴拿赫空间，了是的线性算子，证明 :了为 

有界算子的充要条件是对于任何 

证必要性设 t 为有界线性算子， u „} 弱收敛于:《：，则 v/e 
X -. 因为: r */ ex •，有 

/(T^)=T*/(x„)-^T*/U)=/(Tx) in 

所以，{7^„}弱收敛于 7>. 

充分性用反证法证•设 V 

界，则存在一列单位向量 {} ，使得 II II > W 2 •作 y n = 

m / || T : c „ || ，则 i | > || — 0,必有: y ” 

从而 sup || || < CO ， 与 II II 矛盾. 

n 

也可以用闭图像定理给予证明•设 ( n — oo ) 均 

由充分性知 h 


E 


<M 


eiXi 


F=>J 


^Tx 


) 




Tx ， 若 T 无 


，有 Tx 


X 


0 ,故 Ty n — (n-^oo) 




在范数意义下成立，而一方面 




由弱收敛点极限的惟一性可知， y = Tx ， 即: T 为 


一方面 Ti 

闭算子.于是，由闭图像定理得 出了是 有界线性算子 


: y ， 


设 x 是巴拿赫空间，{，}是又上一列连续线性泛函，证 


E 丨/,⑴丨< 
(=*= 1 


的充要条件是 VFex 〃， 


明： v 工 e x 


Si 厂 


i=i 

• ex '% 于是 

i=i f=i 

必要性 V FG ； T *， Ee , = signF (/,) J!|V n € N ， 有 


证充分性设 

(/)=/ Cr ),/€； T ，必有 
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*=1 1=1 * = 1 


又) / xex ， 有 

ft 

|( Se-/.) U)|<Sl/ t (x)KS 1/ •⑴ 1 <°°， 

1=1 1=1 1 =^ I 

则由共鸣定理知，存在 M >0, 使得 I 2 e ,/, I < A / 

{ $>•_/,• I } 是有界的 

<=1 


1 ，2,…， 




于是得到 


i= 1 / == 1 

oo 

1 — 1 

例 S 设 P 是巴拿赫空间 X 上的泛函，适合以下 条件: 

(1) PU »0; 

(2) a 为非负数时，尸(盯）; 

(3) P(j ： i+J ： 2)^P(x 1 )+ 7 ^(x 2 ) J 

(4) 当: reX ， A—x 时， lim 尸（工”）>尸（: c ). 

K—OO 

证明 ：存在 M >0, 使得 V xeX , P(xXM IU II . 


F • M ， 


则 

k ~ i 

:可由々，得 reX*. 从而知 X* 是闭集 • 

K^oo 

由题设知 x 是完备的，故是第二纲的，必存在某在某开球 

TsKxwe) 中稠密，因而 JVOc Q ，e)C：；G. 

下面来证本例命题 • V 当： r=0 时，户(1) = 0<馗 IU || 

对于一切 M 都 成立. 当:时，由前面论断可知 


取集叉去 = {x I P (工 } ’ 


若 un 


GN ( x 0 ， e ) 


工 o + T 


2 II 工 II 


从而 
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p 


+ 尸（一工 0 )<是 + 尸 （一 Xo ), 


2 


PUX - 


[ 是 + 尸（ 一工 0)] 


2 


取 从 = 了 [ 々 + 户（ — 工。）]， 则命题得证- 

设 x 是賦范线性空间， a 是从 x 到 x 的线性算子, 
D { A ) ^ X , B 是从 X * 到； T 的线性算子， ZKB )=； T ，若 V x^X 

及，均有 （ B/)Or)=/G4x )， 证明 ：乂和 B 都是有界线性算 


£ 


子. 


||<1}，此时|/(心）|<||^|| ||/||， 

因而上的泛函 /—/ C 4 x ) 是 JJT 上的有界线性泛函.对任何固定 

的 / ex * ,有 


固定工6 {工 


CB /) Cr )|= || Bf \\ ， 

则依共鸣定理可知，对于 xeUI IUII <1}，有 

|/ Mt ) |< oo ， 


\ fCAx ) 


sup 


sup 

» 工 |<1 




^1 


sup sup 


即泛函族{/—/04工）}的范数有界.但是 

sup \ fiAx ) | = || Ax || ， 

I Ax || <oo, 


<x 


所以 


sup 


从而 


AeB ( X ^ X ). 

iBf ') ( x ')= fCAjc ) 

b = a * eBCx*—or )， 


又由 


知 


即 Z 和 B 都是有界线性算子. 

例7设 X 是巴拿赫空间,是賦范线性空间， {7 U 是一列从 

X — y 的有界线性算子，证明： M = u|lim II T n x II < oo } 或为； T ， 

n-^oo 

或为 X 中某第一纲集 • 


iE 用反证法证_⑽是第二纲的，分解 A /' y ， ▲，其中恥 
= {x|sup II T n x II <々},则 M * 为闭集.因为 Af 是第二纲的，故必有 
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某是和工 o € X ， r >0 存在，使得 


{x\ || x — x 0 II 0}C! 風 =M ” 


则对任何有 


G Mkj 


尸 1 0 +-^ 




rz 


^ II T n X ^ II + \ T n 工0 + 


从而 T 


2\\z\ 


2 | 


II T h z II II z || 

于是知，当 M 是第二纲时，否则 M 为 X 中第一纲集. 

设 x 为賦范线性空间， U «} c ; c ， rci ; r ， r 中元的线性 

组合在 X * 中稠密，证明 U *} 弱收敛于工。的充要条件是： 

(1) 数列 { II x fl || } 有界； 

(2) / OcJ —/(:<>)(« 

证必要性 

/ Or 。）， 因而 X : 


，可见 A/=X 


即 


例 


)，v fer. 

设 u fl } 弱收敛于 a ， 则 v / ex*，/(xj 


— ►oo 


V ( x ) ，故由共鸣定理得 

\\ x ^ || < w ， 


» 


sup II 


= sup 


v /er ， /(x„)—/Uo)o ^°°) 是显然的 


即数列 { IUJ 、有界 

充分性设条件成立，则 v / er ， 有 


① 


(/) (n 


(/) 


# * 


-To 


都是线性的，所以式①对一切 / espanr 成立 • 

II < oo , 所以 v fex^xnn 


因为与 Xo 

X spani ^ sX ， 而 sup 11 

n 

(/) ，即 / Or ”)—/( x 。） ，就是 U } 弱收敛于 


Xo 


Xq 




的充要条 


设 1</)<<^，{工《}^：1/[0，1]，证明 


Xq 


件是 


x n Ct ) dt ^ jXo [0，1]* 

时，由共鸣定理知 { iu „ || } 有界，又 

eL 9 [0， l ]， 贝！ I 由{心}弱收敛于工。，及 ( O * = 仏可以得出 


(1){ II 心11 } 有界 ; ⑵ 




证必要性当^ 


Xq 


取汷0 


r 
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⑴ ( 尤） dz— 工。 U ) Z [ o ， i](Odf ， 


即有 


x ”( f ) d 卜 j jo 0 Q)dtj r 6[0， l ]. 

充分性在 U [0,1] 上定义一族泛函心和尽，即 

gn(f) = [ fit^XniOdty gif) — [ f(t)a ： o(Odtj 

Jo 

II -对于任何有条件 
^( odf 4 (\。⑴山，即心 (/)— 〆 /). 又因为任何阶梯函数都是 


贝 ！ I 有 II 发 "II = II 尤《 II，II 尽 II = 


工 0 


形如 Am 的函数的线性组合，所以，对任何阶梯函数必有& (/) 


茗 （/) 


由 {IUII } 有界，可知 { 11^11 } 有界.又因为阶梯函数全体在 

Uo ， i ] 中稠密，故 v / er [ o ， i ]， 有办(/)— 〆 /),从而 

/o)x 力 ) d，—f /( ， )x 0 o)d“ /er[o ， i ]， 


即 x 


X 0 


例 io 设: r 是由巴拿赫空间 x 到巴拿赫空间 y 的有界线性算 

子，证明: r * y * = x * 的充要条件是了在其值域上有有界逆算子 • 

证必要性用反证法证.设 t 在其值域上没有有界逆算子， 
则必存在 X 中一点列 U „} ，有 || || =1，但 || TxJ —()• 若令 


Z n = 


Tx n +l/n 




则 


II (V || Tj:„ |l +l/”) _ 1 -^ 0 . 

v gex * ，取 /ey ，使得 r */=^ ，于是 

limg(zn) = lim/(7^)=0 ， 

f|—^oo «—^oo 

即弱收敛于零 • 依共鸣定理， { |j t II } 有界，导出矛盾，故了在 

其值域上有有界逆算子. 


Tz n || = || Tx 


且 
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充分性设逆算子了― 1 有界， V g ex * ，令 /(： y ) y ) ， 

: y € TX ， 则/是定义于上的线性 泛函. 因为 |/(3；) j < 

I II r - 1 1| lb II ，所以 / ecrx ) •.由泛函延拓定理，把/延拓 
为^中的元，仍记为 /. 又 V 有 

fiTx ) — g ( T ~ l Tjr ') — gij ：) , 

所以，尽=广/，即证得 

oo 

例11设 x 是巴拿赫空间， u „} 匚 x ， 且 v / ex *, 2 i /( a ) I 

rt = 1 

CO 

又设数列{^}€仏，801^1^ = 0，证明：( ^>,.4 按范数收 


g 


< oo , 


敛 


证记1々1<1}，则¥ / e ; r ,任意的 UKA 和 
GN ，/> GN ， 有 


n 


n + 夕 


rt + 沪 


i = rt i — n i = l 


<oo 


故依共鸣定理知 


n+p 


{ S ^* MeA . n . p ^ N } 


t~n 


rt + 夕 


2 < A /， 其中 U }6 A ， 


是 X 中的有界集，故存在 M ， 使得 


n ， p€：N 


时，必有 


，于是，在 


又对 U ,} ec 。， 记;^ = 


sup 


ai 


心一0, 且 


«+p 

^np ^np 

i = n 

由此 可知“ 2] a , x ,_；| 是； c 的基本点列，故一定收敛. 

i = l 

例12设 u «} 是巴拿赫空间 x 中的一列元，若 v fex ^ ， 

Oo 

S I /( x «) i < cxd ， 证明： 必存在 m > o , 使得对每个 / ex * ，都有 

j?= 1 


# i + 夕 

E 

■一 _ _ 


n 


^ K P M - K ) 


aiXi 


n 
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2 i / uji<m ii/ii • 

n=^ 1 

证 V WGN ， 氏 eR 和 V fex •，有 


N 


H 


l ( s 〜) 

«=1 


=|/( 2#工"} ^21/^) i <°°， 

F |= 1 1 

则依共鸣定理，必存在 M >0, 使得 I 2 e w - x B I < M ， 从而，可以令 

1 n = l I 

A = /( X n ) ，使得 ★ 


(/) 




N 


S i/(^)i=/( II / li* 

11=1 « — 1 

oo 

，都有 H |/OrJ \<M II/II 成立 _ 

ji= 1 

例 i 3 设 :^, x 2 是巴拿赫空间 x 的两个闭子空间，且 v xe 
X ，有惟一的分解其中证明 :存 在常数 

c ， 使得 <c 

证作一个算子 : r : x — ，其中 X = Xi ~\~ X 2 jJ 0 i 0 
x ,, j ： z ex 2 . 由题设知，分解是惟一的,所以: r 是确定的.易证 r 是 
线性的. 


这样一来,对一切 /ex 


« 


， 1 U 2 II <c IU || 对于一切 成立 


X 


in) 


Xl € Xi ， 则有 x = x x +x 

X 2 ， x °° ——，从而 7^=11 ，故 T 1 为闭算子 


(»> _ c «) 


(«) 


设 


xG X jTx 


X 


X 


2 ， 


(it) 


为 ZK * r )= X ， 所以由闭图像定理知，: r 是有界算子，从而 

Tx || < || T 

I ^2 II ^ II II + II II ^ ( II ^ II +1 ) II 工 I 

故取 imi +1即可证得命题 • 


X 


工1 


又 


…） ez 1 ， 级数 乏]〜 匕均 

rt = 1 


14设对于任何工=(芒 i ，6 


• • • 


2， 


收敛，证明 : a =( ai ， a 2 , …，〜，… ）6/ 


令 / rt ( j ：) = Da 色，其中 I =(6 i ，6, …，乞，…），而 /it 6 
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(z 1 ) •，且 II A H = sup |a, 丨（见本章第二 节）. 因为， V re / 1 ， 


K<<fi 


5叩|人(工）|<00，而/ 1 是巴拿赫空间，则由共鸣定理可得 

n 

sup || /„ || <oo=>sup|a ft | <00 ， 


从而 


(^1 f ^2 f 


) 6 / 




• • • 


9<^n f 


_ « 畢 


例 15 设 ( A ) 是巴拿赫空间 X 上的一族泛函，若对于 X 的每个 
点工， （ AOr )} 均是有界集 • 证明： {/]- 致有界，即 sup || / r || < co . 

r 

证由共鸣定理证明直接可得，只需取 f 为实数域或复数域. 
例16设 U r } 是賦范线性空间 X 中的一族元， V /6 X % 

SUp |/( j ： r ) |<00. 证明： 


SUP II X r II <°0- 

r 

考察; r 上一族连续线性泛函 ( w } ， 

w (/)=/(&)，/ ex % 


由； r 的完备性及 v fex 、 有 


sup \xr * (/) I ^=sup\/(x T ) |<co 

r r 

1 

II <°°. 

II = li Xr II ，所以 SUP II ： C r II < OQ _ 


故利用共鸣定理可得 sup II 


X 


又 


第七节线性算子的正则集与 

谱不变子空间 


主要内容 


1.定义1设 A 为一个数， A 是定义域与值域均为£的线性算 
子， 若有五 中非零向量工^004),使得 Ar = Ax , 则称 A 是 Z 的特征 
值(或本征值），而称 X 为 A (相应于特征值 A ) 的特征向置(或本征向 


算子 X 的相应于特征值 A 的特征向量全体加上零向量称为算 
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子 a 的相应于特征值 a 的特 征向置 空间，记做 ： r 

T , 的维数 dimT A 称为特征值的; I 的重复度，是方程^的 

最大线性无关解组中向量个数. 

定义2设 E 是复賦范线性空间，丑是£：的线性子空间 
1)05)到£中的线性算子，又设 A 是一复数，若 （ AJ — B ) 是正则算 

子，即 A 7 — B 是/)(万）到£上的一对一的线性算子，且其逆算子 
( AJ - Br 1 是 £ 到£:中的有界线性算子时，称 A 是 B 的 正则点 ，并称 
札 ( B ) = ( A 7— B )— 1 是 B 的豫 解算子 • 不是正则点的复数 A 称为 B 

的 谱点. 复平面上正则点的全体称为五的正则集，记做 〆 B ); 谱点 
全体称为 B 的谱集(或 谱）， 记做 〆 B )_ 

( S ) LV ( B ) 即为整个复平面. 

定理1 (1) A 是 B 的正则点的充要条件是方程(从 _ 忍)尽=/ 

对于任何/€£：都有解，且存在正的常数饥，使得 II g H ii/ii . 

(2) A 不是 B 的特征值的充要条件是 A /— 五是£：到 UJ — B ) 五 
上的* -映射(或 AJ — B 是可逆算子）;设 A 不是丑的特征值，又五 

是有限维空间，则 A 是 B 的正则点 • 

定理2设/ >(£)= CLit 1 是 i 的任意一个多项式， B 是賦范线 


A * 


« 


a 


n 


性空间£到£的一个有界线性算子，记 P (五）= = 又 

1 = 0 

记 />(< r (_ B )) = {/>( A ) I < r ( B )} ，则 cr (/)( B )) =/>(< x (- S )). 

定理 3 设£是巴拿赫空间， B 是五 的线性子空间乃(5)到£ 
中的线性算子，则 为开集. 且对每个记 

7 TcV -^)~" II ，则圆 U — Ao |< l / n 。 含在 〆 B ) 中，且在此圆 
上 （ AJ - B )— 1 具有展开式 

oo 

(AI—B)- l = (― 1) V U>/—B) 

0 

特别地，当 | A _ Aol < l/ll ( A0 /- B)" 1 II 时， A 落在 〆 B ) 中，式①成 


rx 


lim 


① 


— (t/+ I) 


(A — Ao) v 


立- 
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定理 4 设 B 是巴拿赫空间£上的有界线性算子，则 MS ) 




是有界闭集，且 


| A | ^lim -/ || B " 1 j 


sup 


而当 ywr 时，有 


or — 尺 // 

v=0 

特别地，当 | A |> || B || 时，式②成立，且 

II ( A /— Br 1 || <1/(| A |- || B || ). 

定义3设£是賦范线性空间, B 是五到£:的有界线性算子， 

•i 

称为 S 的谱半径. 

定理5 设五 是巴拿赫空间，识£4五)是£：上的有界线性算子全 
体所成的巴拿赫空间，又设是丑)上的有界线 
性泛函，则 /( AZ — B )— 看成 A 的函数时是开集 〆 B ) 上的解析函数. 

定理 6( 盖勒范德 （ H . M . reJiwJwLHA ) 定理1 ) 设 B 是巴拿赫空 

间£到£的有界线性算子，则 


② 


+ 1 


则 r ⑻ 


max 




| A|=lim 7 || B n || • 

n—oo 

定理 7( 盖勒范德定理 2) 非零的巴拿赫空间 £ 上的任何有界 

线性算子必有谱点. 

定义4设 S 是賦范线性空间£到£:的有界线性算子，若 

■ 

iim yimr=o, 则称 B 是广义幕零 算子. 

ft—►CO 

4•定义 S 设 B 是賦范线性空间£到£的线性算子， L 是 E 的 
一 个线性子空间，若凡 LCL , 则称1是£的不变子空间. iBL 备 L 

经 B 映射后的集 .） 

定理8设 B 是线性空间 E 上的线性算子，则 有： 

(1) {0}和 E 是 S 的不变子空间. 

(2) 若是指标集）中每个心是5的不变子空间， 
则由一切中的向量张成的线性空间 L 及它们的通 Z / = 


rCB) 


sup 
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f ] L M 都是 B 的不变子空间. 

(3) 尺 ( B ) 以及 AT 05)=- U | Bx =0} 是的不变子空间. 

(4) 若 L 是相应于 B 的某个特征值的某些特征向童张成的线 
性空间，则 L 是 B 的不变子空间.特别地，相应于特征值 A 的特征子 
空间7^是不变子空间. 

(5) 若 B 是賦范线性空间中的有界线性算子4是 B 的不变子 
空间，则2：也是 B 的不变子 空间. 特别地，:是不变子空间. 

{0}和£称为平凡的不变子 空间. 

定理9设£是线性空间，/和5是£上的两个可交换的线性 
算子 ，则及 04)， W ( A ) 必是 B 的不变子空间 • 

推论在定理9的条件下 ，有： 

(1) 若 A 是 A 的特征值，则相应于 A 的特征子空间乃必是 B 的 
不变子空间； 

(2) 记£”=及 (BO yN n ^= N ( S H ) = 1，2,…，则{£："}，{队}都是 




不变子空间 


5•定义6设£是线性空间， C 7 是丑 — 五的某些线性算子组成 
的算子集.若 L 是£的一个线性子空间，且它对集 U 中每个算子都 

是不变的，就称 L 是 C / 的不变子空间 • 设五是 賦范线性空间，五€ 

5(£— 五）,5(£中一切与 B 交换的算子全体记为％.若五的 
线性子空间 L 是 f / B 的不变子空间，则称 L 是 B 的超不变子空间_ 

定理 10 设 £), 五是賦范线性空间，于是有： 

(1) {0}和£是超不变子空间； 

(2) 若 C / 是指标集）中每个4是丑的超不变子空 
间，则{心|^€乃全体张成的线性子空间及它们的通都是 £ 的超 

不变子空间； 

(3) 若 L 是 B 的超不变子空间，则 I ：也是 B 的超不变子空间； 
(4 X / VCB ), 及 CB ) 是 B 的超不变子空间； 

(5) 若 5 有特征值 A, 则相应于 A 的特征子空间 Ta 是 5 的超不 


变子空间 
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{0}和£ 是任何有界线性算子的平凡的超不变子空间. 

定理11在賦范线性空间£上, £) 的每个不变子空间 

必是平凡的. 


6•定义7设 E 是线性空间, C 7 是£的某些线性算子所成 

的一个线性空间，对任一向量: ye £： ，称集 = 是由 

向童: V 经 C 7 循环产生的子空间•当£是賦范线性空间时，称集 WJ 
是由向量 y 经 U 循环产生的闭子空间. 

定理12设£:是巴拿赫空间， BeB (五—£)，则对于任何: 

£，： y ^0, 由: y 和仏产生的线性子空间 { U B y } ，线性闭子空间 
分别是 B 的包含^的最小超不变子空间和超不变闭子空间. 

定理13设£:是巴拿赫空间，于是有： 

(1) {0}和£是5的超不变闭子 空间； 

(2) 任意个 B 的不变(超不变）闭子空间所张成的闭子空间或 

通都是 B 的不变(超不变）闭子空间； 

(3) JVCB ),：^ y 是 J 5 的超不变闭子 空间； 

(4) 如果 B 有特征值 A , 相应于 A 的特征子空间仏是 J 5 的超不 
变闭子空间； 

(5) 对任何是 B 的超不变子空间. 


难解析 


1. 算子的特征值与特征向置概念与线性代数中特征值与特 
征向量概念是否一致？ 

答关于算子的特征值与特征向量概念是线性代数中有限维 
线性空间上线性变换的特征值与特征向量概念在一般线性空间上 
的拓广，它概括了线性代数、微分方程、积分方程的特征值与特征 
函数的 概念. 从数学角度看，弄清了线性问题的特征值(或更一般 
的谱)的构造，也就清楚了线性问题解的结构.不仅许多经典的数 

学物理问题(如微分方程、积分方程、变分方程问题)可以归结为求 
特征值、特征向量问题，在量子物理学中的许多重要问题，也是求 
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特征值与求特征向量的问题.从而，可以认为弄清了算子谱的分 

布，也就清楚了系统的稳定性. 

2. 关于 a/— r 有哪狴不同情形？ 

答关于 AJ — T 有以下几种 情形： 

(1) uz — rr 1 不存在，则 A 是： T 的特 征值； 

( 2 ) ( A /— 了广 1 存在，且尺 ( AJ - r )( A 7— T 的值域 ）=£ (定义 

域 ），（ A / — 了尸云則五—五），则又是 了的正 则点，（从一了)- 1 。 

iUT ) 是了的豫解 算子； 

(3) 若 ( A / —： TT 1 存在但无界，及 ( A /- T ) 參 £,只(/1/-了）=£， 

则称 A 为 r 的连续谱； 

(4) 若 ( AZ - T )- 1 存在且尺 ( A / —了)关£，则称 A 为 r 的剩余谱. 
了的谱集奴了)中点可 分为三类:上 述情形 (1) 中所含义点的集 

合记为 4( 了)， 称为了 的点谱，‘记做的连续谱全体记做 
< x c ( T ) iT 的剩余谱全体记做 < x r ( r )， 则 〆 * n =< r P cmKcnu 

< r r ( T ). 


无穷维空间中算子可能有剩余谱. 

3. 谱半径 r ( B ) 的 意义是 什么？ 

答若 B 是賦范线性空间五到£的有界线性算子，则 r ( B ) = 
|A| 称为 B 的谱半径.谱半径 r(B) 就是包含谱 < r ( B ) 的以原点 

为中心的最小闭圆的半径，其明显的意义是 ••当 UI > KB ) 时， A 是 
B 的正则点，因而方程 a /- B ) s ==/ 对任何/€£有惟一解心而 

S 

对 | A |< KB ), 就不能保证上述方程对任何 / GJE 都有解了. 

_ 

苏联数学家盖勒范德 指出： 


max 

Ae<xC£) 


r ⑻ =limf || B n f 


方法、技巧与典型例题分析 

本节的内容比较多.先讨论矩阵的特征值与特征向量问题_ 
例1求下列矩阵的特征值与特征向量： 
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b 


2 


〔 


〔 


a 


为实数， 6 共 0. 


(2)B = 


(1 )A = 


一 b 


8 11 

利用线性代数方法即可求解 


a 


(1) 由于 


1 _ A 


= (A—3) (A—9)=^A 1 —3,A 2 = 9 


— 8 11-A 

一 ^ + e 2 = 0, 解得特征向量代人 A 2 = 9 得， 

4 fi +^=0, 解得特征向量 

(2) 请读者利用类似方法自行求解 • 

证明 ： 埃尔米特矩阵、=(«>)的特征值均为实的. 


代入 A = 3得 






证由 AjrsAj ： Cr ^ O )， 得 


x t Ax = x t Xx — Xjc t x ^> X = ( x t Ajc )/( x t x) 


由于王 T x 为实的，且 


(^ t Ax) = Oc t Ax) t = ix T A x) T = x T X r x = x T Ax ， 


所以， A 是实的 


证明 ：酉矩 阵的特征值的绝对值(或模)等于1 


3 


证由 Ar=Ax ( x 尹0)，得 


x t S t = Ax t , (A^y^A- 1 , 


CAx ) 




IA | 2 I T x ， 


• Ax=A~ T 


Xx=^x 

A^=(x t j ： )/(x t x) = 1 


故 




X 


X 


吁是 


例 4 设々，々 ，… 义为”阶方阵4=(々）的《个特征值，其中 
某些或全部七可以是相等的，证明 :各特 征值之积等于 detA ， 其和 


等于 A 的迹 


因为 n 阶方阵4的特征方程为 






a 


a 


12 


H 


11 


a 22 —又 


a 21 


=仏；1”+氏- 1 义”- 1 +…+札二0, 


— 1 n 


a 


a 


n ji— 1 


nl 


n n 
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故 


A * = ( — 1 y y ^ n -\ = ( _ 1)” … +0^) 

^ o = detA , 




又 


又 iV" 人 《= ( —l) rt ir = detAy 




1^&€6^4 =义 1 +义 2 + 〜+1=—/? #| — 1 /氏= 0： 11 + 0^ 2 +山 +a 

证明 :方阵 A 的逆 4- 1 存在的充要条件是 A 的特征值 AhA ， 
… A 均异 于零. 若4- 1 存在，则 A- 1 的特征值为 1A,1/A 2 ，…， 1/；L. 

证因为 A — 1 存在 ••上 关0,所以 A- 1 存在<=» 
A，A 2 , …，々均异于零. 

若 A，A 2 , …，; L 为 A 的特征值， A - 1 存在，则对左乘 


««* 




A— 1 , 得 


A ~ l x k -= il / X ll ) x t =^ l / X k 为 A -1 的特征值 • 

在有限维賦范线性空间X上定义线性算子了： 

证明 ：对于 X的不同基，了的表示矩阵均有相同的特征值. 

证设的任意两个 
基，由基的定义知，存在满秩方阵 C, 使〆 =eC. 

由于 v xex， 对每一基均有惟一表示式，则 

= 2。 产 〆 工2= 2以 ， 

其中 J：1 = (^,) ，: c 2 =(d) 为列向量，由 e f = eC 有 


x = ejc x 


exi = e f x z : =^ Xi=Cx 

类似地，对了工= 7 = 0 ^ = 〆 ％，亦有 y x = Cy 2 

若丁 1 与乃分别表示 e 与 〆 下的矩阵，则 

i*^i » yz =0 T z^t 

CT 2Xt = Cyx—T xXx =T x Cx 


2 


并 


2 


左乘因为 

det ( T 2 - A /)= det ( C - 1 T 1 C - AC -7 C )= det [ C - 1 ( T 1 - A /) C ] 

= det ( C - 1 ) det ( T 1 - A 7) detC = det ( T l - AJ ), 


故: H 与: f 2 有相同的特征值. 

17设£是〔[0，1]，1)04)是[0，1]上具有二阶连续导函数 
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且适合边界条件:*：(0)=：1：(1)，：^(0)=/(1)的函数0：全体，定义 
D(A) 到 E 上的微分算子 A 为儿 r=—x"，xeDG4), 求特征值与特 
征向量 • 


解微分方程一/ = Ax 的通解是 

x ( t ) = acos +6sin 

当 A^(2/* tO 2 ， w = 0, 士1，±2,…时，通解中除恒为零的外，不 
可能有函数属于 DM) (即适合条件 

当义= (2«w) z ，” = 0, ±1，土2,…时，上述通解全体属于£>(^4)， 

因此，算子 A 具有特征值 (2n7O 2 ，《 = 0，±l，±2,*"_ 相应的特征向 

量空间的基为 cos (2 nnt ) ，sin(2n^c 广）. 

例 8 设£:是[― 1,1] 上的连续函数全体，乃04)是在[_1，1] 

上具有二阶连续导函数的函数 x 的全体，在 DG4) 上定义算子 Z 为 

[(P-l)/] f ，xeDC4：M 为: T ⑴的自变数，求特征值与特征 


向量 


解由二阶微分方程理论可求得方程 

— — Ar=0 ， 

当 A^ w ( w + l) 时，没有二阶连续可微的非零解: cG). 当; l=«Oi + l) 

时，方程的解为 


d 


a 2 -i> 


( t ) = 


2 n n \ dt n 

的常数倍， x ⑴称为 《 阶的勒让德 (Legendre) 多项式.因此，算子 A 

只有特征值 w(w + l) ， 

外为勒让德多项式. 

例9设£ =乙 2 (0,00)(复值的），£)(^)={工|工6£，工"€£：}， 


1,2,….相应的特征向量，除一常数因子 


n 




d 2 


(0，xeDG4)， 求特征量与特征向 


ZKZ) 到 E 的算子 Z 为 Ax = 


dt z 


d 2 


解由于⑴了⑴的通解为了 = C V+ C 2e—\ 所以： 

DC4) 的充要条 件是: RdX^CeO 或 Rd<0，C 2 = 0. 从而 A 为算 


186 


子 Z 的特征值的充要条件 SA=P ， ReA 关 0, 即 A 非负，且相应的特 
征向量 形如： 


rr t 


， Re \OT = 0 


x (，）=ae 


因而重复度是 1- 

本例说明特征值全体可以组成区域 . 

但有时 Z 没有特征值，例如，取 E=C[a ， 6] ， A 为 


(r)dr ， *r6C[a ， 6] 


Ax =^ 


x 


a 


(r)dr= 又 : rO) ， x^C[_a ^b] 


从方程 

可知，对任何义，方程解： 1 ： 0)50 ，故 74 无特征值 . 

例 10 设 H 是希尔伯特空间，了 eB(//) ， 若 II Til <1 ，证明 
(J 一了疒 1 存在，在 H 上有界，且 


X 


a 


了 )-1= 2]t"=7+T+T 2 H - hT rt + … 

k=\ 


(/- 


右端级数按算子范数收敛，且 


I (7- T )- 1 || <1/(1- II T || ). 


证先证 HP 收敛 • 因为 T^B(H )， 故々 = 1 ， 

Jt = 0 


，则由于 II 了 II <1 ，而 || 穴 ||< 


1，2, 


2, 




« « « 


n 


_ _ ■ 


iirr ， 所以 2] ii 收敛，从而 


n + p 


n + p 


I n+ P li - E Tk < E II 门卜 0 


A — n + 1 


是 = a + 1 


即 {&} 是 s(//) 中的柯西序列 . 而万 (//) 为巴拿赫空间，故存在 se 

B(H )， 使得 


n 


^T k =S n ^S, 


A— 0 
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因为 

SAI~T) = a-T)S n = I-T n ^\ 

而 II r II IIT … II ，故 11 no ( M 

sa - T ) = a - T ) s = i ^( i - Ty l = s , 


再证 （/— 了）— 1 




* = 0 


) ，则 


-*►00 


I u-ry l || = 2 T * < S II T II *=1/(1- II r ||) 

*=0 Jt = 0 

例 11 证明 ：巴拿 赫空间叉上的有界线性算子的豫解集 〆 ： r ) 

为开集，即其谱 〆 ： n 为闭集. 

证若 〆 : r )=0, 即 〆 : n 为开集. 

设 〆 : n 式0,则对固定的 Aoe ^ cn 与任一 Aec , 有 
T-XI=T-KI- (A-Ao)/= (T-V)[/-(A-Ao) (T-Ao/) -1 ]. 

V = [/-(A~Ao)(T-A 0 /)- 1 ] = /-(A-Ao)^ o , 

则上式可写为乃= 7\7.由又。€/?(了）且了有界可知，尺 a 。 = 

对于所有的 II ( A - Ao)/?. o || <1，即 

II 义一々 II <1/ || Rx 0 II 

中的知 V 在 SOO 中（见例 7) 有 

oo oo 

v 〜 E ca-Ao)^ 0 ]*=S (a- 


令 


再由 = 知，对满足：及 U -々|<1/ II 兄 。 I 

的; I ，算子 T A 存在逆算子 


从而知 U - AJCL / II 化 II 表示 T 的正则集为 Ac 的一 邻域. 由 
pen 为任意知 〆 : n 为开集，从而其余集 〆 t )= c - 〆 !') 为闭集 • 

例12 证 明：复 的巴拿赫空间 X 上的有界线性算子了的谱 a 
cr ) 为圆盘 | a |< || 7 J 上的紧集（从而 〆 了)关 0). 

证 设 A 古0且 A = l / A , 由例7得 

Rx =( r - A /)- 1 = - l / A - U-kT)- 1 
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^ ^ _ Q 

级数对于满足 II T/A || = || T || /|A|<1 即 |A1> || T|| 的所有 A 收 
敛，且;因此 ，谱 〆 TO^C—pCT) 必在圆盘 U|< II 了 || 中， 

故 〆 T ) 有界.又由例8知 ( KT ) 为闭集，所以 〆 T ) 为紧集. 

例 13设证 明：若 ui > 11了 II ，则 Ae / ocr )， 即 Ui 
> II T " || 时， （ AJ — T *) _1 存在 ，在 U 上有界，且 

oo 

R x (T)=^(T k /X k+l )eB(H), || RAT) |l <1/( I A| 

Jt — 0 

证当 m > iitmi 时，由于 mi / iuii < i ， 由例 7 知 

oo 

Q-T/X)~ l = 2(T/A)*eB(//), 


2 {T/xy 


A - 


T || ) 


T 


T 


E 


65( H ). 


= I — r 


故 




A 


A 


A 


*«0 


从而可得 

ll ^( T )|| = 

即知凡(了)可展成算子值的洛朗 （ Laurent ) 级数. 

H 是复希尔伯特空间 ，丁€ B (//) , 证明: 

(1) 设；1，/^^(了），则有豫解公式 

(2) 兄(了)在 〆 : n 内是算子值解析函数，且 

$, R x ( T ) = ~ RxCT ) 2 




^TaJ 1- II T/A II _ |A|- II T I 


14 




dA 


( D ^ a ( T )-^( T ) 

R X (T) CfiJ-T)R,(T)-Rx(T) ai-T)R M CT) 

R A ( T )(>- A ) i ^(： r ) = (/«— /1)凡(了）心（了）. 

(2) 证 /? a ( T ) 是连续的.任取 Ae〆 ^)， 当 

IA — A 0 |<[2 || Rx 0 CT ) II D 1 

lA-Aol II i ? A 0 ( T ) || <1/2 
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时，由例 7( 将 (A—A。) 尺; ^(了) 当作其中的 一了) 有 

II Rx ( T ) II < II R, o (T) II II [Z+CA-Ao)^^)]- 1 II 

<2 || 心⑺ II, 


于是由题 （1) 可得 

II Rx ( T )- R Xq ( T ) ||<|A-A 0 | II R X ( T ) II II 凡。 (r) II 


<2 || Rx 0 ( T ) || 2 1 A—Ac 1—0, A-^Ao, 

所以，凡(了)关于 A 连续，由题 (1) 与凡 (了)的连续性可知 ，R A (T) 可 
导，且 


R,(T)-Rx 0 (T) 

乂 _ ^0 

= Iim^(T)y?, (T)- -i?i (D 2 


d 


= lim 


fA 艮⑺ 


第八节全连续算子的谱分析 


主要内容 


1.定义1设 A 是线性空间五映射到线性空间 F 的线性算 
子，如果是，中的有限维子空间，则称4 为有限秩算子_ 

定义2设 A 是赋范线性空间£映射到线性空间 F 中的算子， 
若 A 把£中任何有界集映射成致密集，则称 A 是全连 续算子 (或致 

密算子 ）• 


定理1 设五， 厂是賦范线性空间，则 C(£—F ) 是70的 
线性子空间.若 F 是巴拿赫空间，则 C(E—F) 是巴拿赫空间 
F) 的线性闭子空间. C(£—F) 表示£:上到 F 的全连续算子全体. 
B ( E — n 表示 由X到 Y 的有界线性算子全体. 

定理 2 设 E，F 是賦范线性空间， F)， 那么： 

(1) 4E 必是 F 中的可分集； 

(2) 若 C； 是陚范线性空间 ，Se B (尸 —G )，Ce £) ,则 
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eCCE ^ G ) ^ CeC ( G ^ F )； 

(3 M * ecw —£.), 

2 •定理 3 设/ 是巴拿赫空间 £ 上的全连续算子， A 是非零复 

_ 

数，若 ( A /- A )£ = £ :,则 A 是算子 Z 的正则点 • 

设4是巴拿赫空间£上的全连续算子， A 是非零复 
数，则/?(义/一4)是£的闭子 空间. 

定理 S 设 Z 是巴拿赫空间£上的全连续算子， A 尹0,且不是 
A 的特征值，则 A 必是 A 的共轭算子的正则点. 

3. 定义3 设£是賦范线性空间， JT 是£的共轭空间， 

v xeE , feE m ，如果/(工）-= 0 ,则称工和/是相互正交的. 

_ 

定理6设 A 是赋范线性空间£:上的有界线性算子 ，一 切与 
AE 中所有向量正交的 /€£：* ，必满足 W /=0. 特别地，当在 
E 中不稠密时，0必是的特征值. 

定理 7( 黎斯-啸德尔 （ Riesz - Szauder ) 定理）设£是巴拿赫空 

间，>4是£上全连续算子 ，则： 

(1) 当五是无限维空间时,0必是4的 谱点； 

(2) 全连续算子的非零谱点必是特征值； 

(3) 当 A #0 且是 A 的特征值时，与 A 相应的特征向量空间必是 

有限维的； 

(4) 设 Ai ， A 2 ，…，上是>4的不同的特征值 ， a 

的特征向量，则…，是线性无关的； 

(5) ^04) 的极限点只可能是 0( 因而是有限集或可列集). 

定理8 设五为 巴拿赫空间， A 为丑上全连续算子 ，则： 

(1) jG 4) = ffG 4 *) ，即 ( tOT ) = UI Ae h 

(2) A 參；《，则 A 的相应于 A 的特征向量 x 与>^的相应于//的特 

征向量/正交，即 /( x )=0; 

(3) 设 A 是 A 的非零特征值，则方程 ( AJ _ A)x = 3； 可解的充要 

% 

_ 

条件是^与 X * 的任一相应于 A 的特征向量/正交； 

(4) 如果 A 为 A 的非零特征值，则共轭方程 ( AJ -^ r >=/ 可 


定 


， x „ 是相应 


，工 2, 
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解的充要条件是 / 与 A 的任一相应于 A 的特征向量: y 正交. 

4. 定理9 设£是复的巴拿赫空间， E )， B 共 d 

^是 常数），如果有一个非零的全连续算子4与 S 交换，则 B 必有 

非平凡的超不变闭子空间. 

推论1设£是无限维复巴拿赫空间， B 关0,且是全连续的 ， B 
必有非平凡超不变闭子空间，因而 B 有非平凡的不变闭子空间 • 

推论2设£:是无限维复巴拿赫空间，若存在 
多项式/>0),使得 〆 扪为非零的全连续算子，则 B 必有非平凡的 

超不变子空间. 


疑难解析 


怎样理解全连续算子？ 

解全连续算子的概念源于积分方程的研究.若算子 X 将賦 
范线性空间中的每个有界集映为线性賦范空间中的致密集 (相对 

列紧集），则称4是全连续 算子. 

全连续算子4 : X — y 的一个等价定义是， a 是线性的，且对 

X 中的任何有界点列中有收敛的子列 • 

由定义可以推出，全连续算子必是连续线性算子.事实上，相 

对列紧集是有界的，因此 a 把集 * s=kl IUII = i ，= e ； n 映成 y 中 
的一个有界集，即存在常数 k > o , 使得 II II < k，v zes . 从而 

V 有 


Tx 


<K 或 I! Tx || || x 1 


T 


后一等式对也成立，于是 


|| Tx || <K |U || , V 

i 

即了连续（有界).全连续算子是具有较强性质的算子 


方法、技巧与典型例题分析 


II 设尺 ( M ) 是方形域只={(^)4</<6，0^<6}上的连 
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參 


续函数，定义算子 Z C[a，6] 如下 

Ax(t) — f K{tys)jc(s)ds^ V x€C[a ， 6 ]， 


证明 M 是全连续算子 • 

证设 E 是 c|>,6] 中的任一有界集，则有常数 M>0, 使得对 

一切 有 |U II <M ，且 

|X(f,5)| UO)|d5<^A/(6-a),V :€£：， 

这说明乂 £={Ar|x6£：}— 致 有界. 同时， 


其中 A = 

V £>0, 由尺 (f ， s) 在域上的一致连续性可知 ,3 沒 (e)>0 , 使得对 

于每个6 0,6]及任何匕山6|>，6]，只要|? 1 -^ ! |<^，有 


max 


€ 


K(t l ,s)-KQ 2 ,s)\< 


M (6- a ) 5 


从而 


b 


\Ax(tO — AxXtz) IjXC/x 9 s)—K(t 29 s) I \xis) |ds<Ce ， 

V Ax^AE. 

即知集是同等度连续的，故由阿尔赞拉-阿斯考利 （ Arzela - 
Ascoli ) 定理知，是 C[a，6] 中的相对列紧集，所以>1是全连续算 


子 . 


例 2无限维賦范线性空间 X的单位算子 J 是连续算子，证 
明：它不是全连续算子. 

证设||工||<1}是尤中的“单位球”,则$是；5：中的 
一个有界集,/把 s 映为&任取一点々 e * s , || = i ， 令 = 

span { x 山可以证 明兄是 X 的完备子空间 ，兄 =不.由于不关尤， 

取 x'eX — Xi ，则 pdx f 1 X i )= d >0. 于是，存在:*：〃€不，使得 

，则 II 文 2 II 由于 

v xex ^ 


ft 


X _X 


"|| <2(L 记 x 2 = ~jj" 

+ II ^ — 


X 一 X 


ff 


X — X 


ff 


tf 


X X 


X 


’ 一 || x f _ x n II x) I 


有 


X 


x 2 ~x 


ff 


X — X 
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d 


> 




故 


I 工 2 —工 1 II ^^(x 2 ^Xi)> 

再令 AsspanUi ，: r 2 }， X 2 关 X ，仿照上面的讨论，可以选取 x 3 e 
s, || X 3 II =1，使得 


|| (工3，工2 )〉~^~，纟 = 1，2 


X Z —Xi 


2 


如此继续，可得点列 U *} CLS， II A II =1，以及 X 的一个子空间序 


歹 (1 {Xk} >X*=span{j ： i ，工 2 ， … ，工 《} ， 


II >户(办，工*_1)>7, 


x k — Xi 


t = l ， 2 ， ” 、々一 l ， A=l ， 2 ， 

显然，点列 { x *} 没有收敛的子列，从而 S 不是相对列紧集，单位算 
子 J 不是全连续算子 • 

例3乘法算子: Tx ( f )= a ⑴: rO ) 在空间 C [>,6] 上是否是全连 

续算子？设《0)是[>，6]上的连续函数. 

答否.因为 aO ) eC [ a ，6]， 令 


• » ■ 


= min 〆 ，）， M= max a{t ) ， 
^6 






贝! J « ⑴的值域为 [m，Af ]_ 易证 〆 T) = [m，A/]々T 不是全连续算 


子 • 


例4乘法算子 Tx ( f )= a ( Oi ⑴是否是 L 2 |>，6] 上全连续算 

子？设 〆 0是0,6]上有界可测 函数. 

答否.设 《 G ) 不全等于零，若了为全连续算子，则必存在 
Ac 关0,使得集合£0€[〜幻卜(0 =々）的测度大于零，否则对于一 
切 A 垆0,有 


Eit^ [a，6] ja(O=A) = 0_ 

可知 a 不是: r 的特征值，从而属于正则集，故 〆 了) = {0丨，了=0，推 
出 矛盾. 当时，1必是了的特征值，且 
T 的对应于 Ac 的特征向量空间是无穷维的，与了为全连续矛盾，故 


*ni 
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暑 


T 不是全连续算子 • 

例 s 证明 ：公式 作用的嵌入算子: c ^ oaD ^ cto , 
1] 是全连续算子，0[0,1]中的范数规定为 

|x’ （广 ）I + max \x(t) 


JC II = 


max 

*€[0,1] 




fetoa] 


证设 A 为 C [0，1] 中任一有界集，则存在常数尺>0,使得当 
6^时，有 


U)\<K 


k ⑴|<尺， 

MJA 是(: [0,1] 中的有界集，且等度连续，故是 C [0，1] 中的列 
紧集， J 是全连续算子 • 

例6证 明：由 / 2 到的有界线性算子是全连续算子. 

证因为/ 2 可分，自共辗，所以 S = ue/ 2 I 必是弱 • 

列紧集，即存在使得 


max 

#e[o,i] 


max 

吒 [o ， i] 




T 是有界线性算子，则 Ta — ^Tx 


s 


: rx ， 从而: r 必是全 


由于 z 1 中弱收敛等价于强收敛，故 t 
连续线性算子 • 

例7设£:，&均为賦范线性空间，，证明 ：若 : T 


是全连续的，则了也是全连续的 • 

证因为了** ，五 r *) 是全连续算子，而时，有 

•'故了也是全连续算子. 

设是完备内积空间 x 中的就范直交系，々 
02— CO )， 且1为实数.令 


T^=T 


0 


例 




Tx— ^e n )e n ^ 

rt — 1 

证明: T 是全连续自伴 算子- 

证令7>= 〜易证乃是定义在 X 上的有界对 
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称算子， 


|1丨，且7\是有穷秩算子，由 


max 

\<k<n 


(E 


2 hix ^ e h )€ k ) 


(T rt -T)x 


A*(j ： ^e^Ck ， 


* = « + ! 


jt~n+ 1 


=Ail ix^€k) t 2 ^ 

n 

<a/ max XI 

V n+l<*<oo 


AHUIIS 


max 

+ 1<*<00 


|T„-T 

由 A*->0 (n—°o) ，即得 || T 1 ” 一 T || - ►O («— °°)，故 T 1 是全连 
续 算子. 因为 

(.Tx,y)=\im(T„x,y > ) — \im.ix i T n y') = (.x,Ty) , V x,y^ ： T. 

►oo n-^oo 

所以： r 为全连续自伴算子 • 


故 
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第三章希尔伯特空间的几何学 


第一节内积空间希尔伯特空间 


主要内容 


1 •定义 1设 A 是实数域或复数域，//是 A 上的线性空间.如 
果对于//中的任何两个元 x ，> 都对应一个数(^， 30 €山满足以 
下 条件： 


(1) 共扼对称性对任何 Xjy ^ H ，有 0，： y )=( y ， x )， 

(2) 对第一变元的线性对任何及任何数《，沒6 


有 


{ax+ ^y J z)—a<ix^z')+ 


成立, 


(3) 正定性 V j ：6 H ，（ x ， x )>0, 且 ( x ， j :)=0 的充要条件是 


e. 




则称(1，1)为//中的内积•如果 H 上定义了内积，则当 A 是实（或 
复)数域时，称 H 为实(或复）的内积空间 • （有的教材将内积 Or , J ：) 

记做〈工，工 >.) 

内积对第二变元来说是共轭线性的，即 V 及任何 

有 


(z = a(z sa) f y). 

2. 定理 1 若 H 为内积空间，则 Vx ，： yeH ， 有 

I (x ，： y) | 2 <Cr ，《 r)( ： y ，： y). 

式①也称为许瓦兹 ( Schwarz ) 不等式. 


① 
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定理 2 设 H 为内积空间，则内积关于两个变元都是连续的 

: y 。 时， （ uJ - Kxo ，％). 

定义2完备的内积空间称为希尔伯特 ( Hilbert ) 空间. 

定义3范数 IU || = 称为由内积 Or ，: r ) 导出的范数 

3. 定理3当//是实内积空间时，有 

( xjy ) = -~C || x-\-y I ! 2 — || x—y || z ) , x ^ y^H 

当 // 是复内积空间时，有 

(工 ，30 =冬 （II x+y || 2 — || x~~y || 2 


即当 




工0，％ 


② 


4 


+i II Jo+iy I! 2 —i II 


③ 


) 


x — 


式②与式③称为极化恒 等式. 

定理 4( 平行四边形公式）若//是内积空间，11 • II 是由内 
积导出的范数，则 v : r ，^ e //， 有 

IU+：y II 2 +II x-y II 2 =2( IU II 2 +II ：y II 2 ). . 


疑难解析 


1. 什么是内积与内积空间？ 

答在实(或复)的欧几里德 空间五 "中，对于任意两个向量(元) 

，: y n ) ;规定内积 ( x ，30 =*1^ + 

• r 2 i 4—+ x „ h . 有了内积概念，可以利用它建立£”中的欧几里德几 

■ 

何学.例如向量的交角、垂直、投影等几何概念都可以由内积表述. 

定义了内积的空间称为内积空间.内积空间是一种重要的空 
间，在微分方程、概率论、数学物理、量子物理等学科中有广泛而重 
要的应用.内积空间是一类重要的賦范线性空间，它的范数 
由内积导出，满足平行四边形公式.賦范线性空间成为内积空间的 
条件是范数要满足平行四边形公式. 

2. 如何在满足平行四边形公式的赋范线性空间上引入内积？ 

答若范数 II • II 确是由内积导出的，则极化恒等式必然成 


(•^，•^，…，•^和^二（: Vl ，： V 2, 




鲁 
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立.这时，规定在实賦范线性空间中 

II x ~^~y II 2— II x ~y II 

成立，规定在复賦范线性空间中 

(: r ，： y) = + ( II x-\-y || 2 — || x—y || 

+i || x~\~\y || 2 —i || x—iy || 2 ) 

成立，然后验证 （*,*) 确实满足内积的三个 条件. 在证明定义1 
中条件 (2)( 对第一变元的线性)时，要利用 II • U 满足平行四边形 
公式这一内积空间中范数的特征性质_ 


2 


方法、技巧与典型例题分析 


要求理解内积、内积空间、希尔伯特空间等概念，熟悉内积空 
间的极化恒等式与平行四边形公式，并能利用它们证明一些简单 


命题 


例1设 X 是实内积空间，证 明： 

II X II = II II => G ：+ y ，: c —： v ) = 0. 

若尤=只 2 ,这在几何上意味什么？若 X 是复的，又意味什么？ 

=|[ y || =>( x ? o :) = (： y ，： y ) ，由 X 是实内积空间 


证由 

知， 0,30 = 0，尤），故 

(: _ y ) = ( x ， j :) + (3/，工）一（工，: V ) — (： V ，： y ) = 0- 

当 X = R 2 时，表示若平行四边形的边相等，则两对角线互相 
垂直.当 X 是复内积空间时，有 ReOc+yj — _ y ) = 0. 

设 X 是内积空间， 证明： V 工有 


X 


m 


—y II 2 +2 


z — —(x+3 1 ^ 


—X II 2 + II z—y II 2 = y 

II 2 + II z—y 

= -^-[ || ( z — x ) — (.z — y ) || 2 + || O — x ) 十（之 一 jO || 2 ] 

Li 

=~ II ^c—y II 2 + v II 2^— ix-\~y) || 2 


X 


z 


2 


证 


Z — X 


2 
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=Tr II 工 ― y II 2 + 2 


( x +： y ) 


z 




2 


2 


证明过程利用了平行四边形公式.此式又称为阿波罗尼乌斯 

( Appolonius) 恒等式 _ 

例3若 X 为有穷维向量空间，且，…， e „} 是 X 的一个 
基，证明上的内积完全由数值 r 0 =(^，G) 确定，并 问：能 任意选 


择〜吗？ 


证设 x，：yeX，x= (fi ，芒2,…，乞），: y = (7i，7”." ，7«)，贝!1 


芒心 +he 2 + …+ $ rt e M y : y=7i《i + 糾 2 + …+ 7〆” ， 




X 


故X上的内积 0r，3；) 完全由数值 r,;=(A，G) 确定 








故~不能任意选择. 

例 4 证明：当/>#2时， P 不成为内积空间 • 

证因为平行四边形公式是内积空间的范数的特征性质，因 
此，只要在 P 中能找出两个元，使平行四边形公式不成立，即可得 

出〆(/>尹2)不是内积 空间. 

: T =(1，0，."）， 


(0，1，()，•.•）， 


取 






II = II 3^ II = 1 


显然 


X 


y = (1 ， 一 1，0,…）， 

x—y || = 2 l/p ^ 


又由 


+ y = (1 ，1，0,…）， 

+ ^ II 


x _ 


X 


得 




X 


当/>关2时，有 

|| x+y || 2 + || x—y || 2 = 2X2 2/ ^2( || ./■ II '+ || y II 2 ) = 4, 

所以， r(/>^2) 不是内积空间. / 

例5证明 : C[(2,6] 不成为内积空间. 


\ jo ( t ) I，取 j：(r) = l ，3 /⑴贝吐 

II 工 I 卜 II ^ II 


证因为 II 


x || =max 


t — a 
b ~—~ a " 


t _ Cl 

b — o . ’ 


~\~y II =2， || x—y || =1 ， • 


工⑴ +： y ⑴ =1 + 


X 


x 
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所以 || x+y || 2 + || x—y || 2 = 5#2( || x || 2 + || y || 2 ) = 4， 

故 C[〜6] 不是内积空间. 

例6证明 : IJ [a ，幻 是希尔伯特空间. 

〆 

证 任取一柯西列 {/„} CL 2 [a ，6]，则 {/„} 必有一子列满足 

II A +1 -A II <2-*，*=1，2， 

21人*+1 _ 人*1， g-™ 2 1/»* +1 — /»* I» 

k=\ 1 

V KN， 3 II gi II <1. 

由法都引理可得II发II <1. 因此，对于几乎所有的 >re|>，6]， 有 

k ( x )|< oo , 且级数 


• • « 


令 


gi= 


fn x (jc) + ^ [At + l ( 工 ) 一八 ( X )] 


对于几乎所有的 T 绝对收敛.令 

QO 

E = ( x[xG + S [/ 〜 +1 (工）一八(工)]收敛 } ， 

1 

定义 / : [<2， Z ?]— C ， 且 


/ n l (工)+ 2 [’”…(工) - ’^:)]， 

>=1 


工6五， 


/0)= 


0 


贝 j | lim /« (：3：) = /0)在[<2,6]上几乎处处成立 

Jt—oo * 

再证 /(O') 也是 I/J 关于II 

即为希尔伯特空间 • 

由 {/«} 是柯西列，故 V €>0,3 使得当时，有 

II /"— /» || <e, 则当”〉 JV 时，有 || f n - f n || <e. 

再用法都引理，得 


的极限，则 GOA ] 是完备的， 




|/-/ J 2 dx < lim \ f n - f n \ 2 dx < e ^ 

Jb 一 + 00 J 。 

所以 ， f - LeL z la , b ^. 而/= (/-/„) +/” ，于是 /€ L 2 0 ，幻，则由 
上述不等式知， II /— All 从而 lim || / rt -/|| =0,即 / Cr ) 也是 
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/ J 关于 II • II 的极限， L 2 [ a ，6] 是希尔伯特空间 

例7设 X 是内积空间 

(1) || X" II II JT 0 II (« 

(2) ( 工 „ ， 30 — (To ，： Vo) (打 

(3) { x „} 有界； 


，（ n — oo )， 证明 : 


x 0 ， jy ”—： y 0 


，： r 


If 


) 


) 


(4) 心+)广工 o+：yo ; 

(5) 当 且屯 —a 时 ，〜 : rarx 。（ w—oo) 


(1) 由内积导出的范数性质知 

II — II II I < II 工 


x 0 


X 


n 


n 


时 ， X ”— Xo , 故 


当 


— ►oo 


n 


„ II — II X 0 II I 一0, 


X 


I in 


Xn || — 


所以 


Xq 


in 


yn II 


类似可证 


3^0 


(2) 1 (« r rt ，： y ») — (工 o ，： y 。） 丨 

< I ix n yy n —yo) I + I (x n —xojyo) 

< II 3 ：n II II : VMO II + 

I 有界，所以 ( ro ，： y 。） 

(3) 由题 (1) 直接可得 U „} 有界 • 

(4) || + —(xo+j^o) II ^ II 


IU II ， 


工 n 


因为 


X 


n 


o II + II yn—yo II ^0 


oc n — x 


in 


+3^—工 0 +3； 0 (” 


所以 


x 


Jl 


)+ | a rt — a | II x 0 || ，而 


(5) || a n x „ — ax 0 || ^ II ( 

因此 kJ 有界 • 于是 


X n —Xo 


— a ， 


|| a n x n — ctx 0 II —0 ( w — oo )- 

本例表明，范数运算、内积运算、加法运算和数乘运算都保持 


连续性 


是//中元素，且满足 


例8设 H 是内积空间，^，^， 




n 


0, 


( e ,， q ) = 
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证明 


线性无关 
证用反证法证.设 e 


1^1 9 ^ 2 ， 


_ ■ « 


， 必方 


线性相关，则必有一组不全为 


1 ^2， 


* % « 


， e” 


零的数 A ， or 2 , … ，〜 ，使得 


a 1 e 1 + of 2 ^2 + *"+^ e „ = ^, 

(0^幻+议 2 6 2 +•••+%&，幻）= 0， £ = 1 ，2, 


故 


« ■ ♦ 


>n 


由题设知， ( a ， g ) 在^^时等于零，在 /= j 时 等于1，应有 


(^ i^i + 々々+••• -\- a n e n ，&) 

= a ( (e x ，灼） +a,(> 2 ,G)H - ha I (e„^ l )=a £ 


与前式比较，得句= 0,与所设矛盾，所以 o 线性无关 


19设是内积空间 H 中的一列点，且对一切有 

的充要条件是 


)- 证明 ： li 


ix nJ : y) — ix 、 3 ;) in 


—► oo 


JC n = X 


lim [| x n II = || x 


必要性设 limAzj ：， 则 

- IUII Kll 

充分性设 lim || a II = II r II ，贝 ！ I 


—0 


x n —x 


X 


ft 


II 2 + || 工 || 2 — 2Re(x« »x) 

II 2 + II x || 2 —2Re(x ， x) = 0 (n—oo )， 

limx f( =x* 


l 2 = 


X „ — X 


JO 


n 


OC 


例 10 设 H 是实内积空间，: r ， y 是 // 中的非零元，证明 

+ II > II 的充要条件是存在 A >0, 使得 


I 工十 : V I 卜 II 

证必要性因为 


X 


II A II = IU II + IMI ， 

II X II 2 + II y II 2 +2 || X II || II • 

~\~y II 2 — II 30 II 2 + II y II 2 +2(: ，： y) 

|| x || || y || , 

即许瓦兹不等式的等号成立.故当义= || ：y II/|| ：r|| 时，有 

{y—Xjo,y~Xjc y > = X z || x || 2 -h || y || 2 — 2 A || x || || jy || — 0 , 

所以： y=^xd 义 =II ：y II / II 工 II >0. 


2 


所以 


工 +》 




又 


JC 
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充分性若有 A >0, 使得 3/= h ， 则 

II II — II (1+A)x II =(1+A) II X II — II X II + II ：y II • 

例11设是内积空间的两个元素列， || <1, 

|| <1，" = 1 ， 2 ，”、且 1 ^ 11 (： 1 ： /( ， 30 = = 1 * 证明： 


yn 


= 0 


lim 


X 


y 


证因为 


II 2 — 2Re(x„，：yJ 


—% || 2 = II x n || 2 + 

^2 _ 2Re(x„ ， >)—0 ， 


0< 


yn 


X 


所以 


— 0 


x „— y H 


设 : r : x + x 是有界线性算子， x 为复内积空间，证 

明：若 V xex ， 有 （7\ r ，: r )=0, 则: r=o_ 

证因为 ( Tu )=-0，（7>，3；)=0, 所以 

0 = CT(jo-\-y) ，（: r + _y)) = CTjo 9 y) + (T]y，*r)_ 

以 i ： y 代替: v 并乘以 i ， 得 

0 = iZ(T jo Ay ) CiTy ^ x )^ = (Tx ^ y ) — ( T ^, x ). 

将上述两等式相加，得 < Tx,30 = 0. 取: y = Tx ， 则 || 7 V || 2 = 0,且 

V xex, Tx = 0. 

但在实内积空间中，上述结论不成立.例如，在 R 2 中，取旋转 
角为90°的变换7%有 ( Tjc ， x )=0, 但是 7 V ：0. 

例13设仏，/^，…，//，，…是一列内积空间，令 


m 


H={{x n }\x n eH n ^ ||x„ II 2 <oo}, 

Jl= 1 


当时，规定 


{ jo n }-{-^{ y rt } = { ax n -\-^ y n } 


a 


其中是数， （ U 丄 {3 U )= L ( x „，： yO . 证明： H 是内积 空间； 当 

fi= 1 

H n 都是希尔伯特空间时，//也是希尔伯特空间_ 

证对 有 
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I |<2 ii 

«=1 «^=X 

oo 

<(S 


X 


: y 


ft 


) 1/ z ( Eii ^ n 2 ) 1/z » 

1 


2 




所以 （{;} ， {>})= D ( a ，％) 有意义. 

«=i 

容易验证， // 按规定的线性运算与内积构成内积空间，现在 
证明//是完备的. 

取 H 中的基本点列其中 


U 尸，#， 


CO 


a > 


，•_•}， 




X 


，工 


于是， V e >0,3 k 当… >/。时，有 III 


(0 


(» 


I < e ，则 


— X 


s 


^ -) II <e 


II 2 <e 2 ^> I 


(O 


Ci) 


o > 


rtf" 

«>L- h ^JU 


X n —X 


从而 ， v / leNdxf } 也是 //„ 中的基本点列 


设 xf — X ， Q -^ oo ) , n = l ，2, …，令 

={工严，4 0> ，-._， 


CO) 


，…}， 


X 


X 


则由以上证明知，对任何固定的々，当纟，。时，有 


k 


E 


(» 


II 2 <e 


(O 


X n —X 


rt=l 


若 ）=00, 则当 〖。时 ，有 


S 

n~\ 


( 0 ) 


II 2 <e 


(i> 


2 


— J ： 


则有 


令是 


— ►OO ， 


s 

n = 1 


( 0 ) 


II 2 <e 


CO 


X 


JO 


) GH ， 且当时，有 


CO 


(l> 


CO 


e //， 从而 

<£，所以 // 是完备的.完备的内积空间是希尔伯特空 


因此， 


— (x 


—X 


JC = X 


X — JC 


| X 


(|) 


—X 


14设//是内积空间， //* 是//的共轭空间， y ; 表示//上 

的线性泛函，人(1) = (1,30，1€//,若映射7^ H \^ H \ y \^ f y 
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是双射，证 明： H 是希尔伯特空间. 

证因为 II /, II = II ：y II (见例14)，所以了是等距的. 又 T 为 

双射，所以 H 与 / T 是等距同 构的. 由于任何賦范线性空间的共轭 
空间必是完备的，所以//也是完备的. 

也可以这样证:任取 H 中的一基本序列{%},则由 

I /j- m Xx) | — I Cxjy n —y m ) |< || y n ~y m II II x || 

II fy K ~fy m II ^ II y«~y 

故 {八 丨是丹 1 •中一个基本序列.由于是完备的，故必有 ze //、 

ft 

使得 II 一 z || — ►O Cn —^ oo ). 

由题设知 , r ' y \^ f y 是 H 到 // 的双射，必存在^€//,使得 
=/ y ， 则有(例14结论） 

II y»—y II = II fy n ~y II — II / ， ” 一 /? II 一 0 (« 

所以//是完备的， H 是一希尔伯特空间. 

例15设//为内积空间，:上的泛函/,定义为 / y ( x ) 

= Cr ， 30 , 工€//， 证明： /,是 H 上的连续线性泛函，且||/, || = 


可得 


m 


z 


) 






n 


y 


V 和任意数有 

f y {axi-\-^Xz) — {ax l + ^x z ^y)=a{xxjy)^^{xz^y) 

= af y (x 1 )+!3f y (x z } 


成立，故 /, 是线性 泛函. 

利用定义与许瓦兹不等式证八连续性，有 

\ fyix ) | = | ( jc , y ) |< || 

M . II f y II < II ^ II • 若取 T =： y ， 则有 

fAy') — Cy^y > >= II y II 2 - 

又 l / y (: v ) l < II fyiy ) II II y II ==> II 3^ II 2 < II fy II lb II ， 

3^ II < II fy II - 


X 


y 


所以 


综上两式即得 II 八 li = II ^ lh 

例16设//为希尔伯特空间 M 是从//到//的线性算子， 
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D 04) = //， 且满足 


{Ax^y) = (xjAy), Jr,y^：H y 

证明 ： a —定是 // 上的有界线性算子. 

证设序列 { i»} C//， 且： j :。，Ar。—^。， 则 V : yGH， 可得 

<, Ax „^ y ) = ( x nJ Ay ). 

对上式两端令00,则由内积连续性得 (>，30 = U。, 办).类 


似地，有 


( x 0 ，乂： y ) = (^4工。，30=> ( y 。 ^ y )~ ( Ax 0 ，: y ). 

由7的任意性知， M = Ar 。， 从而知 Z 为闭算子 • 

例 17 证明 ：在实 连续函数空间 C[a，6] 上，定义（: r，y) = 


(fbKddf 为函数 x ⑴与〆0的一个内积， C[a，6] 构成一个内积 


x 


空间 


证由内积定义知， V x ^ yecla ^^ 


b 


2 


( Odt^O 


(x ，30 = ( ： y ， x ) ， （ x ， x) = 


x 


Ox +/? y ， z )= J 




a 


axC 0 z ( t ) dt ^- ^ y ( t ) z ( 0 dt 


a 


— a ( xyz )+^( yjz ) , 

其中且当 时，有 


2 


( f)df — 0 


JO 


a 


b 


反之，当： r 2 (/)d/ = 0 时，也有 


a 


O )=0,/6 [ a , b ]. 

否则，若 i ( f ) 关 0，£€[“，6]，则必存在^^[>，6]，使得:^。）关0，由 

⑴的连续性知，存在 t/(fo，《）， 即 Z 0 _dOO 0 + A 使得 x ⑴# 0. 


X 


X 


于是 
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b 


x z 


2 




x 




b 


从而导出与 L ： r 2 ( f)dU = 0 矛盾 _ 

所以， 0r ， 30 满足内积的三个条件，又 C ( 0 , 6 ]) 是一线性空 

间，故 C ([ a ,6]) 为实内积空间. 

例18设为定义于希尔伯特空间 H 上的线性算子，且对 

于一切有(7^，30 = (1，办），诬明:了和5为有界的* 

证先证 了是闭 算子.因为 m:n = H ，设 

oo )， 则 v : yen , 有 

(>，： y ) = Hm ( Tj ： rt ，： y ) = lim ，办）= ( x 。 ，办)= (7" jc 。，： y ) ， 

rt—►oo n—^oo 

所以，: Vo =7^>, 故了为闭算子 _ 由闭图像定理知，了是连续算子 • 

由（办, x ) = (： y ，7^)， 类似可证 *5 也是有界的 • 

19设/^，// 2 均为希尔伯特空间，定义乘积希尔伯特空间 


x 


工0, 


Tx 


: Vo 


为 


H x XH 2 = {( 工 1 ，工 2 ) \^\^ ： H xj x z ^ ： H 2 ) , 

({jri ， x 2 } ， {^i ^2 }) — (^i )i + (^：2 ^ 2 ) 

) 2 分别为 h xj h 2 上的 内积； 算子 V 


2， 


其中 （* ， * ) i 与 （ 

HrXHz — H.XHz 定义为7({勾，:证明 


关 


* ， 


( D /^ XZ / z 是完备的内积空间 

(2) y 上的有界线性算子，且 II VII =1; 

(3) V * ( U 2 }) =- U ， 一 而 ） ， V 定义为满足 

(V ( { J：! ,X 2 } ) » { ^2 » 3»1 } ) = ( {^1 > -^2 } ^ * U ^ 2 »>» l })) 


攀 

9 


的 算子; 


X/V II V 


yy * 


uw ^ v = i Hi 

证⑴设是仏 xh 2 上的基本点列，则当 


X //.， 


n ， 


时，有 


，: r?°-d m> ) 广 0. 


Cm) 


M 


M _ ^ 00 


(«) 


)1 + (1 

从而 U (rt) } d// M {^} c // 2 都是基本点列，所以必有 : Ti 6 M ， 


(x 


2 
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工 2 G // 2 ，使得 


(«) 


(«) 


X z (TV 

{■rf” ）， xp) }^{jo X9 jo 2 } in 


工 1 ， x 2 


于是 


) 


即知 /^ XZ /2 是完备的 


(2) 由定义知， V 的线性是显然的.又 
I V({xux 2 }) 


{— jc 2 ^\} II 2 =({— {— x 2 ^ xi }) 

— ( x 2 ，工 2 ) + (工 1 ，工 1 ) = ( { xi ， X 2 } ， {^ 1 ，工 2 }) 






— II {工1，工 2 } II 


从而知 V 是有界的，且 || 7 


(3) (V{x”x 2 } ， {yz^yi}) = ({—x t ,xi} 9 { ： y 2 ，： yi}) 

) + >3^1)({^i ^ 2 ) ^V* {yz^yi)^ 

( h ， x 2 } ， {： yi ， — 3 / 2 }) = (工1 ，: yi ) _ ( i 2，： y 2) ， 

所以 （V {x lf J0 2 } , {^2^l})=({^l»^2} fV* { ： y2 ，： yi". 

(4) V 有 

y * V( {xi ,x 2 }) = V * ({— X 2 ,Xi } ) = {a：! , J ：2 } 

又 V { 而 4 1 }€// 2 \// 1 ，有 

yv # ({x 2 ,x 1 })-y({x 1 ,-x 2 })=u 2 ^ 1 }. 

W =I H 








故 


V^V = Ih x 

由题 (2) 中计算知， V 是等距的，从而 V { x z , x x ) eH z XH x ^ 


2 X/ V 


X // A ， 


W * ({ x 2> xi }) II = II V " ({工2，工1))11， 


{工2，工1} 


所以，也是等距的 


第二节投影定理 


主要内容 


1- 定义1设 H 为内积空间， （* ， * ) 是其中的内积 • 

⑴若 H 中两个向量 T，_y 满足 Or，30 = 0, 则称: T 与:V直交，记 


做工丄 :V 
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(2) 若 M 是//的子集，当 I 与 M 中一切 向量: y 都直交时，称 : r 

与 M 直交，记做 ^ zdJV /. 

( 3 ) 若 m 与 w 是//的两个子集，如果 v ze # 及 v ye #， 都有 
^丄^，则称 M 与 W 直交，记做 M 丄 N . 

(4) 若 M 是//的子集，//中所有与 M 直交的向量全体称为 M 

的 直交补 (集），记做 

当工丄时，有 II I ! 2= II x II 2 + It y II 2 -该式称为内积空 

间中的勾股定理- 

2. 定理1设 H 是内积空间， M ， W 是//的两个子集， 那么： 
( DAP 是//的闭线性子 空间； 

( 2 ) 若 MCAT ， 则必 W 丄匚财丄； 

(3) Mf | M 丄=或 0; 

(4) 若 ( AM ) 是 A / 张成的线性闭子空间，则 AP = ( A ( M ))、 

3. 定义2设//是内积空间，财 1 与财 2 是//的两个线性子空 

间.若从丄从，则称 M = 与 M 2 的 

直交和 ，记做 

定义3设 M 是内积空间//的线性子空间，: ce //. 若有: r 0 6 

财，《2： 1 丄从，使得0： = ：(：。+0：1，则称：1：。是：1：在 M 上的直交投影，简称 


投影 


如果 X 在 A / 上有投影，则投影是惟一的- 

定理2设 A / 是内积空间//的线性子空间， • re //. 若 I 。是 

在 M 上的投影，则 


« 


① 


| 工0 || = inf || x—y || ， 




Kx 0 是 M 中使式①成立的惟一向量. 

定理 3( 变分引理）设 M 是内积空间//中完备的凸集， 

:记 d 为工到 A / 的距离，且 


d=d(a ： fM) = ini || x—y || ， 

y^：M 

则必有惟一的 1。6财， 使得 II x-xo II 
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定理 4 设//是内积空间， M 是 H 的线性子空间， 

x 0 eM •若 || x — x Q || =30，财），则0：—：1：。）丄脱 

定理 5( 投影定理）设 M 是内积空间//的完备子空间，则 V a 

6 H，x 在 M 上的投影惟一存在，即存在 XoeM ， jcJM ， 使得 ： r = x c 
+ A ， 且这分解是惟一的. 

推论1若 M 是内积空间//中的完备线性子空间，且 M 声//， 
则 Mi 中有非零元素. 

推论2设//是希尔伯特空间， M 是 H 的线性子空间，则 
m 1 ) 1 . 特别地，若则 M 在 H 中稠密. 


疑难解析 


1. 什么是投影的极值性质？ 

答投影的极值性质是指 ：当 M 是内积空间//的线性子空 
间，且时，有 


I jc—joo II =inf II 


x—y 


y€M 


其中工。为 I 在 M 上的投影. 

这个性质说明，在用线性子空间中的元素: y 来逼近时，当且 
仅当3；等于: r 在 A / 上的投影: r 。 时，逼近的程度最好(取得极小值 )• 

在随机过程、逼近论、最优化理论等学科中常用投影的极值性 

质来研究最佳逼近， 

投彩定理有什么意义？有什么局限？为什么？ 

答投影定理是希尔伯特空间理论中的一个极其重要的基本 
定理. 依据投影定理，可以建立希尔伯特空何的闭线性子空间与投 
影算子的——对应，使空间之间的关系与投影算子之间的关系完 
全对应起来，使得可以把线性闭子空间与投影子同等对待. 

但投影定理仅在希尔伯特空间成立，在一般巴拿赫空间不成 
立，因为在巴拿赫空间中没有直交概念. 

3. 怎样求最佳逼近元？ 

答变分引理的证明给出了最佳逼近元的构造方法，它就是 


_ 
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极小化序列的极限， 

设 dimM 
逼近元必满足 


是 M 的一个基，则 M 中关于: r 的最佳 




?! ，芒 1 ， ^2 ， 


_ _ ■ 


， Cfi 


(x—x 0 ^y) = Oj V x^y^ ： M , 

(x— 工 0 , 心） =0， £ = l ， 2 ， “* ， n ， 


亦即有线性方程组 


y — I 

由最佳逼近元存在且惟一，方程组的解存在且惟一，故其克拉 


e,) = (:c ， G)，j = 1 ， 2, …，” 


)， 


默行列式 


ie n , e x ) 

( 芒 it ，《2 ) 


O "。） (^ 2 ^ i ) 

(^11^2) (^2 ，《 2 ) 


• • • 


« * _ 


古0, 


G(q ，々 ，••• je n ) = 


(€ n ，之 n ) 


(^1 ，石 11 ) ( e 2 ，心 ) 


« _ 攀 




其中 G , 表示将 GO !，&，••• ，匕） 中第 j 列 


其解为七= 

换成 （( x ，&)，(> ， e 2 )， …， （ x ， e „)) T 后所得的行列式 


« 


G (€ i ^€ 2 ^^， e M ) 


方法、技巧与典型例题分析 


要求理解直交、直交子空间、直交补、直交和及直交投影等概 

念，熟悉变分引理与投影定理，掌握求有限维空间的最佳逼近元的 

■ 

方法 * 会利用基本概念与基本定理证明一些较简单的命題. 

例1设 M 与 JV 是内积 空间只 的两个子集, 证明： 

(1) 若财丄〜,则从(=;^^; 

(2) 若 MCI W ， 则 7 ^丄 CM 丄； 

(3) M 匚（从丄）丄； 

(4) A / C =//， 则 从|1从丄= W }. 

证 （1) 因为 iv x = uiOr ， j ；)= o，vjev ， xe //}， 而 a / 丄 jv ， 
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且 M 匚//，所以， V xGM 令: rGTsT 1 ， 即 MC7V 丄. 

(2 )V • zeW 1 和一切: y € iV ， 有 0 r ，3；) = 0. 又由 MCIJV 知 ，V 

€财，有（了，3；) = 0，所以文6财丄，即¥ : rGiV 丄=^文6财丄，故； V^CZ 


y 


M 丄 


(3) V zeA /， 有:(:丄财丄，从而: re ( M 丄)丄，即 MCCM 1 ) 1 . 

(4) V 工 G 丄 ，有 工 丄工，即 （ m ) =0=^工=汐，故 Mf|M 


= {d) 


在内积空间中，若 x 丄: y ， 证明：|| ^ + ^ 

II 2 ,并可推广到 m 个互相直交向量情形.若 x 为实空间，则由 
等式可推断出 X 丄: V . 

证若 J ： i 丄工>， i ^ jyi ，7 = 1，2,…，则直接计算可得 


工 1| 2 + 


2 _ 




: y 


m 


m 


E 


Siu.i 






l jo+y II 2 = II x || 2 + || ：y I 


2 


若 


— I y 


则 


0 = 0 + 3 ；， :r+ 3 ；) — 

=(:r ，： y) + ( ： y ， x) = (:r ，： y) + Cr ，： y) =2Re(x ，： y ) ， 

从而知，在复空间时，由等式不一定推断出工丄: V . 

例3设是内积空间 X 的两个元素， 证明： 

(1) 若 x 丄: y , 则 U , 〆 是线性无关的； 

(2) 若；尹没，:^丄1,<» > ；-)“，7 = 1，2^“ ， w ，则集{工”工：：，…， 

是线性无关的* 


X 


证 （1) 用反证 法证. 设: y =^ M ：， 贝！ | 

0=(工 ，_ y ) =a 

导出与题设矛盾，故集 U ,/ 线性无关 


^> a =0 或工=汐， 


2 


X 


(2) 设乏]〜：1： 7 = 0,则 

>=i 

m 

0=(0，工*) = ( 2 

i = 1 

从而 ， a * = 0，々 = l ，2 r "， m ，故集{:^，工 2 , 


) =«jt I 


^jJOj , x k 


JC k 


}线性无关 


，x 
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例 4 在内积空间中，证明： 

( 1 ) j ： 丄对于所有数 a ， 有 || x~\~ay || = || x—ay || ; 

(2) x 丄 3^=冷 对于所有数 a ， 有 || x+ay || ^ || x || . 

证 （1) 因为 

2 土孑 (i ，： y) 士 a (: y ， x)+ |a| 

所以当 X 丄: y 时，有 


2 

5 


2 


:V 


~ a y 


|| x^\~cty I 

II x~\~ay || = || x — ay || =^aO ，： y)+flr (: y ， x) = 0, 




x 


而 


当空间为实的时 ，取〃 =1，当空间为复的时，取 a = l 或〃=一 i ， 从而 

得到 ( 工 ， ：y ) = 0=>x 丄 jy • 


1 MT 


(2) 若 || x+ay || ^ || x || ，且:则可取 

0 ^( x -\- ayjX ^ ay )— || x | 

= a ( jo i y ')-\- a (. y f x )-\- \ a \ 2 || y || 2 =— 丨 ix ^ y ) \ 2 || y || - 2 <0， 

故必 x 丄 y .反之，是显然的. 

例 5 设 M 是内积空间 X 的子空间 dGX，^/=inf || x -^ II ， 


，可得 


2 


y^M 


证明： V yi , y 2 eM ^ 


I II II 2 — d 2 十 V || ^—3^2 II 2 ^ d 2 

则对任何 A 尹1，有 

iy \—^ yz )/ (1— A ) 6 M ， 

: Vi — Ay 

00 1 一 A 

II zi — Az 2 II 2 ^d 2 11 —A| 

对于 A =1 的情形，将内积展开，得 

[(2：! tZi) 一 d z ~\ 一 A[(2： 1 9 z 2 ) _ d 2 ~\ — 乂 [( 之 2 ， :i) _ d z ~\ 

+ U| 2 [(^2 ， :2)~~d 2 ]>0- 

^.= [_{zi yZz ) — d 2 ~\/\_ iz zy Zi ) — d z ~] j 

则有[(艺 i ，之 l) _ d 2 ] — I Czi 9 z 2 ) — d 2 IV[( 之 2, 之 2) — d z ~\^Ot 

I (.Z\iZz)—d Z \ Z ^XiZx ，之 1)—d 2 ][Oz ， Z2)—d 2 ]， 


y\^~yi I 

VUZ 2 — X — 


2 


2 


2 




所以 


2 


若取 


即 
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故 


= II ^1—^2 II Z ~(zi — 

— (Zi jZi) — (z z ^Zi ) — (5：j ，之 2 )+(Z 2 ， Z 2 ) 


—之 z ) 


yi~yz 




= (IU || 2 -d 2 ) + (|U 2 II 2 -/) 

— [(Z 2 , 之 1)—/]— 一 <i 2 ] 

<(ii ii 2 d+( iu 2 in) 


+ 2 V || z x || 2 — d z \ || z 2 || 2 — d 


2 


■ 


设 M 是内积空间 H 的非空子集， 证明： = 


5! 


“M 丄） 丄）丄， M 丄 = ( M ) 丄. 

证因为 M 匚 （ A ^) x ， 所以 Mi 〕（（ M x ) i) x •反之也有 M 丄匚 

(( M - l ) ± ) 1 * 因此 M 丄 

又由 MCM ， 所以 M 丄二>(财)丄_反之，对取 

{：^}0^，使得：^ 


). 因此 

Cr ，夕 ） = limGr ，： y„) = 0, 

n-^oo 

€(奶丄 oA / 丄 C ( M ) 丄 


(n 


: y 


从而 


x 


综上即得 A ^ = ( M ) 丄 • 

例 7 设 M 为希尔伯特空间//的线性子空间，若对任何: reH 
在 M 上的投影 ： r 。 都存在，证 明： M 必为 H 的闭子空间. 

证取 U } CA /， 且因为: r 在 A / 上的投影存在，故 


存在 xoGM ， j ： i 丄 A /， 使得工=：*：。+：1：1，需证明々= 0 

因为 aGM ， 所以(；，：^) = 0,从而 


0= lim ( ， : Ci) = (x ， Xi) = (x 0 + 工 1 ， :r!)= ( 工！， xi) 


即即 M 是闭子空间 • 

例8设 M 是希尔伯特空间//的闭子空间, x €//， 证明: 

II U6M}=max{ | (x,y) \ || y || =1} 


min { |1 

证因为 A / 是闭子空间， x 在 M 上的投影存在，故有 


X — Z 


工1丄 M ， 使得 + ，则由定理2知 
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in{ || x~z || U6M} — 

另一方面 ， V y^M 1 - > || y || =1 ，有 

I ( 工 ，：>0 I = I (x 0 +^i»^) I = I (j ： i» 3/) || xi 

即 max{ I (x f y) | || 3; || =1}^ || x x || • 

若取 4 =^ ，则 

max{ I (jo 9 y) \ \y^ ： M L , || y || ~1} = 0— || x x \ 

若心尹夕，并取 7=4/ II A II ，则 II 3/ II —lty^M 1 


111 


工 1 


: V II = II 工 1 II ， 


II ) = 


( x , jy ) = ( x 0 十: cwjci / 


工 1 


工 l 


max { 1 (x,y) \ || y || =1}^ || 

max { | Cr ， 3 /)| || y || =1}= || || 

= min { || x — z || \ z ^ M }. 


故 


xi 


于是 


例 9 证明： C * 的子集 A /= (: y | y =(7 i ，％，••• ，7«)， ^ Vj = l}M 

完备的、凸的，并在 M 中找出最小范数的向量. ' 

证 V w =( wi ) GM ,3 使得 


0^)，7严，_"，0功, 


y 




2 7> m) 2 w > 

J—l i —1 


且 


1 


从而知即 M 是闭的，所以 M 是完备的. 

又 V ： yeA/ ， z=(r" 〔， … ， C)eM 与《 €[0,1]=^ 叮 +(1-«) 

6 M . 因为 


Z 


2[ a l+ (1_a) O a Sl+(l —a) S ?) =1 ， 

j= 1 j=l j=l 

所以 A / 是凸的，: V =( l / w ， l / w ， …， 1/ m ) 在 M 中有最小范数 • 

例 10 设 M 是希尔伯特空间//的非空子集，证明是 

H 中包含 M 的最小闭子空间. 

证由例6可知 


spanM = (spanM 丄 ） 丄= ( ( spanM ) 丄）丄， 

spanA /= ( M 丄）上， 


要证 
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( spanM x )= M - L , 

因为 MdspanM ，所以 A / 1 =) ( spanM ) ^ • 反之，设 z e M " 1 , 则 

V : y € M , 有 （ x ，： y ) = 0. 已知内积关于第二变元是共轭线性的，所 

以 O ，： y ) = 0 关于一切 : yG spanA / 都成立，从 而知 ： cG ( spanM ) 1 , 

即 （ spanA /) 丄= A /丄 • 

例 11 设 M 和 W 是希尔伯特空间的两个直交的闭子空间，证 

明: M 0 AT 也是//的闭子空间. 

证任取 («— 00 )，则 U”+：U 

是 H 中的一基本点列.因而当 m ，”— c « 时， |1 ( x m + ^ m )-( x „ + 
)11-0. 由题设知， M 丄 TV ， 故 

II i3 ： m —x n ) + iy m —y„) II 2 = 


需要证明 


y 


I 


Jl 2 + I 


2 


ym — y n 


x m —x 


I ym—yn II —0 (m ， ”—oo) 


从而 IU 


— x 


又 m ， nmh 的完备子空间，所以必存在 xGMdew ， 使得心 

) ，故 M ㊉ w 也是 


— OO ) ，则有； r+：y in 


—^OO 


^yyn^y 


//的闭子空间. 


例12证明 ：（一 1，1)内所有实值连续函数所成的向量空间 X 
可以表示成（一 i , i ) 内奇连续函数全体与偶连续函数全体所成集 

的直和 • 


证 V 工令 

x x it s > = ~\_xiO—xi—t')~\, x 2 (i) = Y[xO)+x(— 

_ 

M x x ⑴是奇函数， x 2 ⑴是偶函数，且1(^)=々0)+^： 2 ⑴成立，故 
命题成立，且该分解式惟一 • 

例13设 C [_ l , l ] 是实值连续函数空间，定义内积(/，发）= 

P /(_ r ) 贫（: c ) dx . 若记 A / 为 C [- l ， l ] 中奇函数的全体， W 为 

中偶函数的全体， 证明: C [—1，1] = M ㊉ 见 
证本例与例12几乎一样，只是例12没有定义内积，因此本 

例需证明 M 丄汉. 
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A 


V fGM ， gGN ， 有 

(/ ^g) — f f ix)g(x)dx= [ (—/(— x)) 芨 (一 x)dr 


_ 1 


一 1 


=J f ( jo ) g ( jr)djr = 

从而知 （/， g ) = 0, 即 M 丄见 

又对 /€ C [—1，1]， 令 

( X ) = I [/(:)+/ 卜： T )]，/ 2 ( x )=^-[/( x )—/(— x )], 


—(/， 茗）， 


2 


则/ 1 €7^，/ 2 6财，而/=/ 1 +/ 2 ，所以0[-1，1]=灿9从 

例 14 设是希尔伯特空间； C 的子空间， 

私 ㊉ 抓，证 明： M 是 X 的闭子空间的充要条件是均为闭子 

空间. 


证必要性设 M 为闭子空间，，且当 n — oo 时， 

■ 

— x ， 则 V 和一'切 有 

O ， _y ) = lim (工 ”，: y ) = 0， 


x 


故因为 


M=Ai| ㊉ M 2 ， xGM, xGAff ^ 


所以:，即为闭子空间 • 

类似可证财 2 为闭子空间. 

充分性设竓， M 2 均为闭子空间， { x M } CZM , 


( I *) 


x 


X 


+ xW ，其中工严 e 抓， x 严 e 抓，则 


(rt) _ Cn) 


( n — oo )，xG X ，令 : r 

工 1 +工 2 ,其中工 l 云从 » ar 2 6 Mf . 又因为 


x = 




— X I ， 


-x, || < || 


U ) 


(«) 


1 , 2 , 




x 


x \ n ^ x z eM z 


in ) 


故 


从而，即 M 为闭子空间. 

例 IS 设 M 为希尔伯特空间 X 的凸子集， U a } CM ， 且 II 

— t/=inf |U || Oi — 00 )， 证明： 是 X 中的收敛点列 • 


X 




证由平行四边形公式 
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—工 


X 


= II || 2 + || x n || 2 — 2 

因为 M 是凸集，所以则当 

II II 工 |« || 2 + || || 2 — 2<i 2 — 0, 


2 


H 


2 


时，有 


n , 




I 


X n — 30 


m 


2 


il ~* 0 . 又因为 X 是希尔伯特空间，所以 X 是完备空间， 

故 { x „} 是 X 中的收敛点列. 

例16设 X 是内积空间， A /#0 为 X 的完备凸子集，证 明：对 
于每个给定的 xex ， 存在惟一的 3； eA /， 使得 

^=in£ || x—y || — || x—y || . 


工 n — 工 


m 




证存在性由下确界的定义知 ，V « eN ,3 使得 

II x — y n II < 汐 +1 /”， 

■ 

汐 =lim II J 0 — y n II . 

rt-^oo 

由平行四边形等式和 Af 是凸集，得 

=II ix — yn ^ — ix — ym ) 

= 2( II x~y n II 2 + II x~y m j| z )— || 2x — ( ： y„ + ： y«) 1 
2( || oc—y n || 2 + |j x — y m || 2 ) 


故 


2 


ym — yn 


2 






1 ■ "" 4 


JC — 


2 


^ 2 (\\ x —- y „ || z + || x — 3 /^ || 2 ) — 4 沒 2 —0 ( w ， w — 00 )， 

即 U } 是柯西序列.因为 M 是完备的，故存在 3； eM ， 使得由 

范数的连续性即得 


I X—y II • 

惟一性若另有 wGA /， 使得沒= || II ，则由平行四边形 


汐 =li 




工 — 


等式 


y—yo II 2 — II ( 工 一） o) —(2—y) II 

2 ( II x— 3^0 II 2 + II 

2( 沪十沪） 一 4 


2 


II 2 — II 2x—Cy 0 ^y) II 2 ) 

-Triyo+y) II '<4^- 4^ = 0, 


^—y 




X — 




2 


从而，: y =： y 。， 即: y 惟一 
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例 17 若 M 为希尔伯特空间 H 的子空间， 证明： Af 是 H 上某 
连续线性泛函的零空间的充要条件是 Mi 为一维子空间. 

证必要性设/是满足条件的泛函，若/对应于: 

/(工）= Ojd ) ，则由 


M=Nif) =span{j。} 丄， 

M 丄 = span {jo } 丄丄 = span {^o}- 

这是因为有限维空间必是闭子空间 • 


可得 


充分性为一维子空间，取且心关0,则 H=M 

+r 工。，其中 me 


㊉ span{x。}. 因为， V xe//， 有惟 一 的分解 

为一个数.作//上的 泛函: /( m+%)=HU。 II，易见/是 H 


上的线性泛函,/的零空间•又由 7 V(/) 的闭性可知，/是 

■ 

连续的，且II /II =1. 

_ 

例 18 设//为内积空间，是由 Af 和 iV 张成的线 
性空间，证明 ： l ±= ( m ^ 

证由 M (二 L 和 ATCIL， 即可得出 LiCCMinW 1 )， 故只需证 

( M 丄 n # 丄） CL X 即可. 

设: re (A/ 丄 HA^)，：y6L， 则必有3^=0^1+办2,其中: Vi6M，：y2 
GW， 从而 


(xjy) = (x,ay l ^^y 2 )=a(jo,y x )-\-^(xjy 2 ) — 0 

所以，: C 丄: V ，从而知 丄 ，即 （M 丄 厶 丄 . 

综合两式即得 L^=(A/^n^>. 


第三节内积空间中的直交系 


主要内容 


1.定义1设 y 是内积空间//中的一族非零向量，若，中 
任何两个不同向量都直交，则称#是 H 中的一个直交系.若直交 
系中每个向量的范数都是1，则称是就范直交系. 
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定义 2 设^是内积空间 H 中的就范直交系，: ce//， 则数集 
{ U t e ) } 称为向量X关于就范直交系 y 的傅里叶 (Fourier) 

系数集，称数 Cr，e) 为工关于 e 的傅里叶系数. 

2. 定理1 设 

M = span (^! ， 6 2 ，"，匕）， 16 //，则 


是内积空间 H 中的就范直交系， 




(1)工0= 2 (工，是 

1 


在 M 上的投影，且 


X 


II 工。 II 2 = 2 I ( 工， A 〉 I 2 ; 


① 


(2) 对任何 数〜，々，…，〜 ，有 


X _ (: c ， e t ) e , 

1=1 

定理2 (贝塞耳 (Bessel ) 不等式）设 { ejAeA } 是内积 

空间//中的就范直交系，则的傅里叶系数集 
{ Or , e A )| A € A } 中最多只有可列个不为零,且适合贝塞耳不等式 

2 1 (^>^) i z ^ II x 

X^A 

推论设{^}是内积空间 h 中的就范直交系，则 v : re //， 必 


-S 

1 = 1 


② 






X 


③ 


2 


设卜》}是内积 空间只 中的就范直交系，若 v re 


定义 


H ，有 巴塞瓦 （Parse val) 等式 


" 2 = 2丨(工 ， g ) 

n 

成立，则称直交系卜„}在//中是完备的. 

式④称为工关于 {«1 >^2 » 

定义 4设反 =U,|AGA} 是内积空间 H 中的就范直交系，对 
GH , 称级数为向量 x 关于^的傅里叶级数(或傅里 


④ 


X 


} 的完备公式 


， 


_ 4 « 


X 




叶展开式）.当: c= 时，称 x 可以关于^展开成为傅里 

叶级数 


AEA 
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定理 3 设是内积空间 H 中的就范直交系，£ 

为由# 张成的线性闭子空间，则V : re//， 下述命题 等价： 

{DxeEi 

(2) || JT II 2 = H 丨（工，幻 ） l 2 ; 

AeA 

(3) 工 = 工 ) {xjex)eA- 

Ae a 

推论1内积空间 H 中就范直交系 $={^|AGy\} 成为完备 

系的充要条件是，■张成的子空间五=//，另一充要条件是 v^e 
//，有 j := D ix ^ ex ) e k 成立 • 

A6A 

推论2 (斯切克洛夫 (OreKJiQB) 定理）设,= {& | A} 是内 
积空间//中的就范直交系，若有 H 中的稠密子集 D， 使得V x^D 
都成立巴塞瓦等式 IUH 2 =Sl Cr ， G ) I 2 ,则^是完备的- 

AeA 

定理 4 设，是内积空间//中的就范直交系， 
^张成的线性子空间为五.任取工。€£，如果 T 在£中有投影工 0 , 

则: r 。 就是 x 关于7的傅里叶级数 H 〜如果 H 是希尔伯特 

xeA 

空间，则 V xe //， Uu , 心是文在£上的投影 

xeA 

定理 5 (黎斯-费舍尔 (Riesz-Fischer) 定理）设 H 是希尔伯 

特空间，7= h ， e 2 ，… K 有限个或可列个），災张成的线性子空间 

oo 

是使 H M 2 < m 的数，则必有惟一的向量工以心 

为 I 关于 e , 的傅里叶系数，且 x 有傅里叶系数 x = H 


擎 


为五 


•訾# 


(1 ，〔2， 




c；ej 


设^是内积空间 H 中的就范直交系，若 = 


定义 


{0}. 则称^是完全的. 

定理6是内积空间 H 中的就范直交系，若 
梦 是完备的，则^是完全的.若 H 是希尔伯特空间，则完全的就 

范直交系必定是完备的. 

6* 定理 7( 格兰姆-许密特 （ Gram-Schmidt) 定理）设 G = 
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Ui ，&，… } 是内积空间 H 中有限个或可列个线性独立的向量，则 
必有在 H 中的就范直交系哭。{/^，心，…}，使得 V n € N , g „ 是 

h 2 , …， h n 的线性组合，/!«也是尽1，尽 2 ， 

去一个绝对值为1的常数因子外，由& 

7 .定义 6 设与// 2 是两个内积空间，若有到// 2 上的 

映射 P 保持线性运算及内积，即 V 及两个数《，沒，有 

<piax l + ^y l )= ^9<jci ) + PfiyO ， 

都成立，则称内积空间 / a 和// 2 是同构的. 

定理8任何〃维内积空间//必和”维欧几里德空间同构. 
定理9任何可分的希尔伯特空间必和某个 P 或，同构 • 


的线性组合.这种心除 

完全确定. 


，茗 


• _ ■ 


II 


，震2， 


，贫 


« « _ 


n 




疑难解析 


1. 为什么在内积空间中要引入就范直交系？ 

答因为直交系必是线性无关的子集，因此，在内积空间中引 
入就范直交系就可以把空间中的向量关于就范直交系展开成级数 

的形式. 


就范直交系相当于欧几里德空间中某些彼此直交的单位向 

量，而向量 X 的傅里叶系数相当于 X 在这些单位方向向量上的坐 


-标 


例如，若一列函数氏⑴ },n = l ，2, …都属于复空间 L 2 [ a ，6]， 


且 


1，2,…）， 


= in , 

% 

% 

其中 L 是克罗内克尔 （ Kronecker ) 记号（即当 n ^ m 时，九 m = 0, 

心^ 1 )，则 {〜} 是 L 2 |>,6] 中的就范直交系，这时 Cr = 
(0) 关于 g 的傅里叶系数是 




e 


x 


{ t ) e n ( t ) dt 9 w = l ，2. 


(x^e n ) 




x 




a n 
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特别地， {e i2 ^},n = 0 , 士 1 ，土 2 , …是复希尔伯特空间 L 2 0 ，々] 
的就范直交系， v 其傅里叶系数为 

V ⑴ e- 如山， 


衫 = 0, 士1，士2, 


C n = 


0 


怎样求内积空间//的就范直交系？ 

答设丨心 ,〜，•••}是内积空间//中有限个或可列个线性无关 

的向量，则必有 H 中的就范直交系{^，^，…}，使得 v 有 


« 


span{e x ， e 2 , … ye n }=span{xi … ，工 "} 

令 々=々/ II 工 1 II ，贝！ I 


II = 1 ，且 




span {e x } =span{^: 1 }. 

^v z —xz — (x 2 ^e\)e\ ，因为 A 线性无关，所以巧尹沒 ，且 1 ^丄 


再令 e 2 =t^/ U ，则 IIg II = 1，且62 丄〜显然 


ei 


9 


span{^i，e 2 } =span{xi ^x 2 } 


其中 U II 


1，/=1，2，"-，” 


如此继续.如果已作出 
一 1 ，且两两正交，满足 




，於 rt — 1， 


span{^x，e 2 , … =span{j ： 1 ， : r” … ，工 ”} 


n-l 


线性无关，知队故 

— 1 ， 同时 


— 2 (工 《，心) e 

i=i 

可令 e„ = U„/ || % || ，则 II 


i, 由于 Xi，：C 2 , 


则令％ = X 


jX 


n 


n 


1 ，且 C/i 丄 & ，/ = 1 ， 2 ， 


fti 


• • • 






满足 


span {^i ，亡2，…，匕 ） = span {工1 ，: ^2 ， 


X 


n 


一直继续下去，即可得到就范直交系.这个过程称为格兰姆-许密 


特正交化过程 


方法、技巧与典型例题分析 

内积空间的就范直交系是数学分析中直交函数系概念的推 

广.在讨论就范直交系时，要注意与前面概念（内积、范数)等之间 
的联系；在验证其完备性等性质时，要善于运用以前的知识与性质 

来分析与证明命题_ 
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1 设是内积空间 // 中的就范直交系， 
则下列命题 等价： 


JO 


(2) 工 = 2 (u ") 伫 

1 

)| 2 (巴塞瓦等式). 


(l)j ： Gspan{F} 


■ 

9 


n > 


SK 

n=l 


(3) 






X 


n 


n 


E 

(—1 


II u n — x || —0 


(1)=^(2). 设 6 span { F } t 


oae t ， 


u 


n 


n 


J ^ ix n — 2 (工 ， A )6 ，则由 ( Iff ， A ) = (工，匕)知 

1=1 

心丄 （工尤），〖=1，2,…，々《， 

(工，心））。丄（心一工）， 


( n -^ oo ). 


n 


s («•— 


从而 


( t /„— x «) 丄 （ x «— X ) 


2 


II U n — X II 2 = II Un—Xn^-X 


故 


— X 


n 


- I 2 , 


ii 2 >i 

lim || x n — x || — lim || u n —x || =0, 


II 2 + II 


X 


X n —X 


U n — X n 


n 


因此 


n^oo 


n 


x = limx,, = lim (x，《;)《* = 2 ( 工， e ")G- 

n-^oo rt—oo «=1 

( 2 )=^(3). 由 （ 2 ) 知 

n 

x=lim ^ (jo 9 €i)€i 或 II 

一 OO i=l 

由内积关于变元的连续性知 


于是 


— x II — 0 


x 


n 


n 


lim(x rt ,x fl )=lim2 | ( 工， e ‘) I 

OO n —°° f=s= 1 


2 


=( m ) 




X 


y^j \ ix ^ En ) I 2 * 

rt=l 


n 


ixj€ t )e 

(=1 

P —^ lCr ，。) 

/ =1 


则由 （3) 得 


(3)0(1). 若令 




X 


I y 


n 


Z 


II X„—X II 


X 
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=E 


l 2 一 0 (n—°o) ， 

所以: r = limj ：„. 但是 Aespan #} ，故 

n-^oo 

例 2 设 k „} 是内积空间 X 中的就范直交系，： r ，： yGX ， 证明 

oo 

y] I ( 工， aKw”）k II 


: y 


证利用赫尔德不等式（无限情形）、柯西-许瓦兹不等式（有 


限情形) 


/2 


Ei ^ KEi ^^ nSi ^ i 2 ) 1 

j= 1 3 i = l 


和巴塞瓦不等式，即有 

XII( 工， 《 "Xw”) |<[2 I( 工，匕 ) t 2 ] 1/2 [S I 1 2 ] 1/2 - 

rt = 1 « = I /*= I 

I ii > ii • 

例 3 设 h | A 6 W 是希尔伯特空间 H 的就范直交系，证明 

是完备就范直交系的充要条件是 ，V : r ，； yeX ， 有 

0，: v ) = 2 Lx 




证必要性设 huez } 是完备直交系，则 VdGX ， 有 

II ^ II 2= 2 io , o ) 


II 2= 2丨 （工，幻) 


〈oo 


< oo . 


由赫尔德不等式知，所证等式右端收敛 •又 

x = V ) 3^= y , ( y ^ ex)exj 

XSA AeA 

{x 9 y)= 2 (O ，。)。，（ jy ， 6^)er)= 2 ( x ，幻 ） ( eA ， y) 


充分性设有 


1 工 II 2= 2 丨（工， o) i 2 . 


即，对于一切 16 H ，巴塞瓦等式成立，从而 {^1 ue A } 是完备直交系_ 

例 4 设是 P 0,6] 中的就范直交系， 证明: 
{ AOrkG )} 是 Z /([ a ,6] X [ a ， A ]) 中的就范直交系，且若 { e fl ( x )} 
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是完备就范直交系时，也是完备就范直交系 

证（ 6 ( 工 )〜(30 j€kix)et(y)) 

Cx)e m (y)ei(.x) ei(y)djcdy 

je m ( y ) e l Cy')dy = S ^ m i t 

即 kOdO)} 为1 2 (|>，6]/[>，6])的就范直交系. 

因为 V /eL 2 (0,6]X[a，6])， 有 

ll/ll 2 =JJ|/U ,^)\ z ^y (由富比尼定理） 

J ( J \ fix 9 y) 1 2 dxdy ) 

/(j：，3；)6 ) ,(x)dx I jd^ (由勒维定理) 


€ 


e n { x ) ek ( jo)dx 


(由巴塞瓦等式) 




b 


fl?f 




2 


sn 


b 


f ( x 9 y ) e n Cx)dx dy (由巴塞瓦等式) 


SS ^ Jy )\ fix , y ^ JF ) dxdy \ (由富比尼定理) 


f{jo,y)e n {x) e m (iy)dxdy f 

从而 U / x ) 〜 ( 3 ；)} 是完备的就范直交系. 

本例利用了大量的实变函数的概念与定理才得出证明，因此， 
要求读者在学习泛函分析时，不忘重温实变函数的知识 • 

例5设{ 6 < 2 ,是希尔伯特空间 H 中的完备就范直 

交系，又设 { A ，^，."，^， …}是 H 中的一个就范直交系，满足 
y ] || € i—fi || 2 < i . 证明： { j \， f ” …，/«，… } 也是只的完备就范直 


交系 


证用反证法证 • 设 {/ p / z ，…，人，… } 不是 H 的完备就范直 


交系，则必存在非零向量/。，使得/。丄/^^ 1 ， 2 ，…. 

}是//的完备就范直交系，得 II /d II 2 = 


又由{《 1 ，《 2 , 


I ， 


• ■會 
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Ek / o ,^) I 2 * 于是 


ll /o ll 2 = S i (/o，。) i 2 =Si ( 人 ， &)- ( 人，乂 ) i 2 

i=l t~ i 

oo CO 

= 2i(/o^-/,)i 2 <ii/oii z E ii☆—/J 2 <ii/oil 2 , 

*=1 i=l 

导出矛盾，故 {/ u /2," •，人 ，… } 必为 H 中的完备就范直 交系. 

要验证就范直交系的完备性，需要对直交系的元验证巴塞瓦 

等式. 但这不是容易办到的，所以，较有效的方法是找出一稠密子 

集，使得对于子集中的元，巴塞瓦等式成立. 

例6在 L 2 [0,2 tc ] 中，有 

1// Y , 

是就范直交系，证 明：就 范直交系是完备的. 

证记 f 为 l 2 [ o ,2 tt ] 中三角多项式全体, vreF , 有 


cosnxj smnxj 


cosxj smx , 


v 2 

其中 NeN . 由定理 3 知，对于 T , 巴塞瓦等式成立.又由三角多项 
式全体在 P [0,2 tt ] 上的稠密性知，所给就范直交系是完 备的. 

例7设 F =={ e ,| A 6 ⑴是内积空间 X 的就范直交系，证 明: 
V 1云又，1关于 F 的傅里叶系数 { Cr ，^) Ue ^4} 中至多只有可列多 
个不为零. 


TO) = 


cosntb„sinnO ， 


依照贝塞耳不等式 ， V 若任取〃个，中的元素6排 


成一列，设为^ 


则有 


，於 2， 


螓« » 


9 


i=\ 

于是，在尸中使得 ICta ) x || / < AT 的^只有有限个，若记仏 

{。1乂€^1},且丨（^,)丨> ||工 II / /1 T 及则 F 显然为可 

«=1 

列集，且当 & e(F — 仏）时， （ U A ) = 0, 即: r 的所有傅里叶系数中， 
非零项至多为可列个. 
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设 H 为可分希尔伯特空间，证 明： H 中任何就范直交系 




至多是可列集. 

证由题设知//可分，故必可取到//的可列子集 

在 H 中稠密 • 

设 hue ⑷是//中的一个就范直交系，要证 A 至多是可列 

集.考察以一切^为球心，以1/ 为半径的球族，则若 A 不是可 
列的，球族也是不可 列的. 于是,至少有某两个球含有同一个心，即 

有 x*e{x«},A，/eA. 使得 

I Xh _ ex || 〈1/ » I 


< i//y 

|| <2 X 1/ 2 = 2 


Xk — ex 


于是 B ex—ex II ^ II €x — x k || + 

又由勾股定理知 

II e x — e x II 2 = II e x \\ 2 4 - II ex 

即 II ex~ex ||=/ T， 导岀 矛盾. 故 Vi 至多是可列集 


Xk — 


2 


1 + 1 = 2 . 




;n = 0, ±1, 士2, 


，证明 


例 9 设尸= 

(1)厂是 L 2 [ — 7 T ,7 T ] 中的完备就范直交系； 

oo 

兀，兀]，有 ：=XI ^^，且当[〜6]〔[—兀，兀] 


/2 n 


(2)V 


时，可逐项积分，即有 


[ x ( t ) dt = 2 C«f 

j ° rt=-oo J 

-^ e^| 2 dr = ^| 山=1，且当 时，有 




e 




证⑴因为 




2 丌 




e lim+n)t dt = 0. 


dt = 


-7 i^ el 


2 kJ - 

所以 f 为就范直交系 • 由维尔斯特拉斯三角函数逼近定理知， 
spanF 在 Z/[_nr] 中稠密，故厂是完备就范直 交系. 

(2) 由 F 的完备性，故 V 工 G L 2 [— 


/2^ 


]，记 C n 




TC f 7 T 
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X 


X ⑴ e - inf ck , 有 工(0= H Gek ，级数按 L 2 [- K ， K ] 的范数 


/2 ^t 


X 


意义收敛 


因为[“，6]〔[_1^，兀]，从，7^€1有 


\ b ^ t ) dt ~ 2 cj 

J a n^—N 」 


b 


e^dt 


a 


M 


< 「 Ix(o - 2 c « e 叫 dt ^\ 

J a 1 «=-n J 

± c n ^) 


2 c ，| a 


V 


x(t) — 


-N 


1/2 


<-(Ll 


工 ⑴― 




n — 


M 


-Sc 


0 (M ， N—oo )， 


int 


= 2 丌 


e 


sc 


n 


-N 


j* 

J x ^ Odx — 2 C »j 

设 {^ lAew 是希土伯特空间 x 中的就范直交系，若 

2 a * 瓦，且 S a * S 

i=l i=l 


b 


e^dt 


因此 


a 


例 1 


= 2 Qi€i 6 X ， ：y = 

i=i *=i 

绝对收敛. 


证明： （ i ，： y ) 




X 


证由题设知 


y ； |a ( | 2 = IUII 2 <oo, 2l^l 2= Ml 2 < 

* l iSS. 1 

1=1 * 1 

n 

= U 知 ， 

i=l 

擎 -暴 

(x n ,3/j—(2 ai€i »2 ^ i6i ) = 2 S c, S a « 

i^i i=i i=i *=1 1=1 

由内积的连续性得 


A 


E 


= 1，2 


若记 


n 


a ,。 ， y 




X 


n 


n 


tt 


则 


yn)= XI ^ 库 

1 = 1 


( x 5 ^) = litn(x 


ft ’ 


再由赫尔德不等式，得 


1/2 


SI«^I<(SI«.I 2 ) 1/2 *(SIA1 2 ) 

i=l i=l ^=1 
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II II vll < oo , 


即 ^ 洱瓦绝对收敛 • 

i = 1 

例 11 设 H 为希尔伯特空间，证明下 列命题 成立： 
cdh 可分，当且仅当//有可数直 交基； 

(2) 若//的直交系有可数无穷多个元，//与/ 2 等距 同构； 

(3) 若//的直交系仅有有限多个元, H 与妒等距同构 - 

证 ⑴若 H 可分，取 ， x 2 , …为 H 中的可数稠密集，从开 
始，删去与前面线性相关的元素，则余下元素构成线性无关集.显 
然其线性组合全体在 H 中稠密，利用格兰姆-许密特方法将它正 
交化，得到就范直交系容易验证 spanli ^ sspanix *} — // ，所以 

F 是//的直交系，尸中有可数多个元. 

反之，若 H 的直交系有可数多个元，则其中任意有限多个有 
理(或实部与虚部均为有理数的复数）系数线性组合在 H 中稠密， 

这些元素的全体至多为可数集，故只可分 • 

(2) 若 F 为可数的无穷集，定义 

r 

H-^l z ， <pCx) = ((x,ei) , (j:,« 2 ) t"*) » 

由黎斯-费舍尔定理，沪是 // 上的线性映射，所以 V x ， y € H ， 有 

oo n 

OpOc ) y ] 2 0， d ( x ) 

n=i 11 一 00 

n n 

— lim( y] (xj€j)e i9 ^ (y^ei)ej) 

n—^oo . H * t 

1=1 f —1 


9 


=( XI ( 工 〆 *)。， 2 (y^e^ei) =(:，，)• 

i i=i 

特别地，若 r = ： y ， 则 II 〆工 ) II — II ^ II 旧是等距的 -- 映射， H 与 

I 1 同构 • • 


(3) 可以看做 (2) 的一个特例 • 

例 12 证 明:若 希尔伯特空间 H 的直交维数为有限，则它等于 
H 作为一向量空间的 维数 . 反之，若后者有限，其维数亦为前者 _ 
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证由完全性定理知，一个有限完全直交系 F = (q 
CZH 是 H 作为向量空间的一个基.反之，若向量空间是《维的，且 
B 是含《个元素的基，则对 B 进行格兰姆-许密特过程，必可得到 
个元素的完全就范直交系- 


， e n ) 


，之2， 


n 


中的解析函数， 


113设/是单位圆 kl<l 




a n z ， 


#1 = 0 


21〜1 2 0=>，将这种解析函数全体记为只。_ 证明： H 。 按普通的线 

nre d ) Jir ^) de 成为复希尔伯特 


» = 0 


J 


2 * 


性运算和内积(/，贫 ）=H 

r-* 

空间.设是//。中的一个完备就范直交系，证明：当卜1<1， 
\ t \< l 时，有 




；- 2 n 


0 


y]eAz)eAt) — 


1—z t 


if = 0 


证由定义， v /， 贫 en 。， 有 




2 k 


(/， 茗） = lim — /( re l ^)^( re 1 S ) d ^ 


〔二2 九 


0 




( 5> 〆 叫 （ 必 




0 


/i —0 


n ~ 0 


r -^1 


^ a n b „ r 2n = 2“九 

«= 0 

因为 5] I 〜 r < oo , L ai 2 < oo , 所以运算中求积与求极限交换 
次序是合理的.作映射 p ://。— / 2 ， 

oo 

/( 之 )= 2 ] 

« — 0 

则炉是双射，保持线性运算，且(/，客）=( 〆 /)， 〆 容）），所以 炉是等 

距 同构. 由于户是完备的，所以//。是希尔伯特 空间. 

又由计算可知，{1，2：，^，".}是//。中的就范直交系，而它们的 
线性组合全体在 H 。 中稠密，所以是完备就范直交系，从而 

OO 

y] (z»“ 

i=l 


r -^1 »=0 


( a 0 » a M ** O ， 


a n z 


e n M = ie n ^z k )z k ^ 


It 




z 


k^O 
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于是，当 UI <1， UI <1 时，有 

00 oo oo 00 

»=1 n=l k^O l—o 

OO OO OO 

= y ] y ] iz l ^ e n ){ z k ^ e n ) z k ? /= XI ’ w 7 


A，/ = 0 


= 2>?= 


1 —z t 




n 


J 14 设 //„(0 是埃尔米特多项式（_1)> 


— r ， 又 


dr 


C^) ~ C2"ft ! y/ 7C ) 

证明：{仏 } ，W = 0，1，2, …组成 L 2 ( — oo , oo ) 中的就范直交系. 

利用数学归纳法可得 // I ⑴⑴，且//。=1，仏 
= 2^，为 w 次多项式.当时，有 


-i/2^-r/2 


HM ， 


e 


(2 m rn!/^T ) 


-i/ 2 „-r /2 


- 1/2 


(必 n ，中 m ) — 


e 


-r /2 


HAOH m (t)dt 


e 


一 1/2 


= (2—«! 


e~ ( HAOHMdt, 


! 丌） 


d n e ^ 


i 


HAOH m (Oe^ dt=(-l) 


dt 




If 


dt n 


d "— A 




dr 


一 r 2 


d” 一 


m 


e 


H 0 (t) 


dt 


c — iy ^ m 2 m 


_ « • 


dt n ~ 


m 


n > m ， 


0, 


一 ,2 < k =2 fl n !/^~， 


2 H n \ 


e 




Tl 


所以， {< U 为就范直交系 


设 uo 是勒让德多项式 〆 $( m ， 证明 


tt 


嚤 

_ 


1，2,…组成 L 2 (0, oo ) 中的就范直交系 


一 1/2 lao 


— e 




，羚 


n \ 
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证 Lrt 是 W 次多 项式. 当〃>々时，有 


d 


e " VL ,( f)df = 


(m 

=—是 I t k ~ l ^—[< it H e ^) dt ^ 


dr 


d ” 一 


=(—1) M ! 


^^zi(^*e ty )dt=0 


因此，当时，有 


^ AOLMdt ^ O , 


当 


时，有 


m 


d” 


e^LKOdt 


(-iyr 石 ; (mdf 




= n \ , rt e —= ( n ! ) 2 ， 


从而知 I 


合 e -" 2 A «(0 是就范直交系. 

例16 —个给定的希尔伯特空间/ /(// 关{外）中，所有完全就 
范直交系均有相同的势，称为希尔伯特维数(或 H 的直交维数). 
设 H 和是同一数域 K 上的两个希尔伯特空间，证 明:其 为同构 

的充要条件是它们有相同的希尔伯特维数. 

证必要性若 H 与 H 同构，则存在双射线性映射 
T : //— 只,且满足 ( To :,7>)-=( a :,30, 即保持内积 不变. 于是 ，: T 

将 H 中每一完全就范直交系映射到泠中的一完全就范直交系，故 
H 与/?有相同的希尔伯特维数. 

充分性设//与异有相同的希尔伯特维数，当 //={ 外与荇 
{(?} 时，//与 H 同构是显 然的. 设 H 关 {<?}, 则/?妾{外，对//中任 
一完全就范直交系 M 与#中任一完全就范直交系 A ? 有相同的基 
数，故可用相同的指标集⑷进行标号，可记山砑={匕}. 

构造一个从 H 到/?的映射 7% V 工€只，由于 Af 是完全就范直 

= CxieOek 




又由贝塞耳不等式，有 


交系，由完全性定理知， 


234 




2 丨（工，•定义 


= Tx= 2 (jo 9 e k )e k j 

k 

此级数是收敛的，故由内积对第一变元的线性性，易证了为 
线性 算子. 故由式①与 1=^] (: r ，^) e * 可得 

k 

|| x || 2 = || Tx || 2 = 2 I ( 工， O) | 2 = II 工 II 2 ， 


① 


X 


从而知 了是等 距的. 

由内积空间的极化恒等式可证得，若7^=7>，则 

II oc—y || = || Tix — y ') 

内积保持不变，了是单射 

又，对于总中任意给定的匕，由贝塞耳不等式 

h 

2丨（$，匕）1 2 <°°知，级数 J ]( n ) 匕在 H 中收敛，令其收敛于 


Tx—Ty || =0, 


X 


且0，心)= 0,0)，则由式©得1=了：1：，即7"为满射 • 

综上即知，//与 P 同构. 

■ 

例 17 在 L 2 [ — 1 ， 1] 中，将 X 。 (f ) = 1 (f) = tjX 2 (^ ) = f 2 用格 

兰姆-许密特方法化为就范直 交系. 


X ， 


显然，是线性无关的 


II = 1/ ^2 ，且知 II e 。 II =1 •因为 


取 e 0 =: r 0 / 


Xo 


( xi ^ o ) = 


tdit^ 0 ， 


- 1 


工 1 一 （工 1 ，右 oVo || 2 = II Xl 


t 2 dt = ^r. 


2 — 


所以 


;尤， 则 II 


故可取 


= 1 ， (^1 ，芒 0) = 0 




2 


/y 


t z dt = 


又因 


( x 2 , e 0 ) = 


3 


/yj-i 


t^dt=0 9 


( x 2 ?€ i ) = 
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i 


11 jo 2 — ix 2 ^eo)e 0 — (x 2 jei)ei || 2 = 


dt = — 




3 


45 


—1 


故可取 


/To 


孽 [ 工 2— (X”e 0 )e 0 — (x 2 ， q)Q] = 


(3^ — 1) 


^3 = 


4 


从而，得到 （ ld ， f 2 ) 正交化后的就范直交系为 

/T /To 


(3r 2 -l) 


18 在 L 2 [0,2it] 中，记 


— —zsinnt >, 

v^T f ， 


cos/, — ^isinf ， 


，一 -— cosnt 


F = 


/。⑴ = i +2;( 


cosn 尤 . Sinn/ 


又记 


M / oeL 2 [0,2 n ]. 令 


H 0 = {^ o/o + 2 ( a v ^ osvt -\- j 3 v smvt ) \ n > 0 9 a 0 f a v ^ v ^： y ), 

1 

按 P [0,2 tO 的运算与内积， H 。 是内积空间， F 是//。中的就范直交 
系， 证明: F 在// 0 中是不完备的. 

证即要证/。关于 F 的巴塞瓦等式不成立. 

若 / e // 0 ，/ 丄尸，设 

n 

fdt )— aofoU)-h ( a v cosvt -\-^ V sinvt ) , 

v=^ 1 


则对于 Om ， 有 


cos 打 


^0 


0 = 


对于走<打，有 


cos 是亡 


/?> 


0 = 




尸丄 = {OK 


所以 


同时，又可由计算得 
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II /o II 2 = 2 丌 + 2 為， 

v= 1 ^ 


/ ^ cosvt \ 2 ^ r sim^\ 

S l / o , 7^) + S , l / o , 7?) 


V 

t；K 1 


所以 A 关于 F 的巴塞瓦等式不成立，即 F 在//。中不是完备就范直 


交系 


在希尔伯特空间时，就范直交系 F 是完备的充要条件是 Fi = 
{0}，但 H 是一般内积空间时, Fi ={0} 是必要的，但不是充分的. 
例18说明了这一点. 

例 19 设 H 为希尔伯特空间,中就范直交系, 

，证明下列命题 等价： 

(1) F 为就范直 交基； （2)£ = H ; 


(3)V 工 € H ，有 x= 2 (jo^n)e n . 

»=i 

证 （1)0(2). 若 F 为就范直交基，则 V o ： e //， 有 

oo n 

x= V) (x 9 €k)ek = lim 2 ( 工， 6) 以， 

*=i k^i 

n 

而^ (工，五，故工€五 = [，从而 E = H . 

k=\ 

(2)=>(3)-由题设 H = E = spanF ， 即 spartF 在 H 上稠密，所 

以 V : re //, 存在 


= 2 叹 * € spaaF ， 


) ，即 


使得 


(n 


x = lim 2 = S 

k=i k=i 

由内积的连续性与 {«»} r = i 的就范直交性，得 

n 

(x^*)=lim( y]a k e k9 e k ) =0*e* ， a)=a* 

"—oo y=l 


^ek 


故 F 是完备就范直交系 
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象 


(3)=>(1). 若 F 为完备就范直交系，则 V xGH ， 有 

oo 

X/ (J：» Jg ， 且若X丄 F， 必有 (jc,^)~0,V n€N ，从而 

F 为就范直交基. 

例 20 设是希尔伯特空间 H 的就范直交系，证 

明:尸完备的充要条件是 Fi= {()}• 

证必要性若尸是完备的，则 V ：«：€//,有 




X 


：c=d， 所以 


因此，如果工6尸丄，必有 ( x ,€ a ) —0,A6A . 从而： r=0, 即/^丄=={0}_ 

充分性若 Fi={0}， 并记 F 张成的闭子空间为 M， 则由 H 的 
完备性知， M 也是完备的，若 M 矣//，则由本章第二节投影定理的 
推论1知，必有非零元 x 丄 M，：r 丄导出与题设矛盾，所以 M= 

//，即 F 完备. 

条件 i^ = {0} 表示//中不存在与 F 直交的非零向量,可以解 

释为直交系已是打中的极大就范直交系了，即 F 不能再扩大了 • 

例 21 设为内积空间的就范直交系, 证明： 

(1) 若 M 在 X 中是完全的，则不存在非零的与 M 的每个 

元素直交，即 


② 


x I M=^x=d% 

(2) 若X为希尔伯特空间，则式②是 M 为完全的充分条件. 

证 （1) 设//是 X的完备内积空间，则X 为 H 的稠密子空间. 
因为 M 在; T 中是完全的，所以由定义, spanM 在X中稠密，即在 H 
中稠密，再由投影定理推论2,有 Mi = ,即式②成立. 

(2) 若X是希尔伯特空间，即 X =//. 若 M 为X中一就范直交 
系且满足式②，则由投影定理推论可知，所以财是完全 


的 • 


例 22 设 H 和分是同一数域 K 上的两个希尔伯特空间，证 
明： //与 H 同构的充要条件是它们有相同的希尔伯特维数. 

证若7/关{外是希尔伯特空间，则其所有完全就范直交系有 
相同的势，称为希尔伯特维数或直交维数(若外，维数定义为 


238 


零) 


必要性若 H 与 ff 同构，则必存在双射线性算子： T : H — ff ， 

且满足(7^，7>) = (:«:，30，于是了将//中每一完全就范直交系映 
为#中一完全就范直交系，从而 H 与 有相同的希尔伯特维数. 

充分性设 H 与舁有相同的希尔伯特维数，若或 
= {6} M 与 显然 同构; 若//乒{的，则关忉}.由于 H 中任一完 

全就范直交系 M 与 P 中任一完全就范直交系份有相同的基数，故 

可以用相同的指标集进行标号，记汾 ={&}. 

构造一个从 H 到"的映射，则V : r€H， 因为 M 是完全就范直 

交系，故必是完备的，则有 




由贝塞耳不等式，有 


2 I (^k * e t ) 

Tx =^ 2 (工，6)1， 

k 

则级数一定收敛，所以由于内积对第一变元是线性的，故易 
证: T 为线性算子.由上面结果可得 

|| ^ || 2 = ||7\r|| 2 =2l(x*A)| 2 = IMI 2 ， 

k 

从而知了是等距的.由内积空间的极化恒等式可知了保持内积不 
变.若7^=7^，则 

II x~y 

从而 i=jy. 由算子的性质知， T 为单射 ■ 

最后证明: T 是 满射. V56 荇，有 

x = 2 ( n );*， 


<^oo 


定义 




T{x—y) || = || Tx—Ty || =0, 




由贝塞耳不等式乏]丨 （U*) | 2 <°°知，级数^ 在只中收 


敛. 不妨设收敛于 x， 且 G;) = 0r，O) •故由1 = 了工 
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得到即: r 为满射，从而 // 与同构 


第四节共轭空间与共轭算子 


主要内容 


1•定理 1( 黎斯定理）设//是希尔伯特空间， F 是 H 上的连 

续线性泛函，则必有向量: y€H， 使得V 都有 

F(jo) = (jo ^ y) , x 6 //» 

使式①成立的由厂惟一确定，且II F |! = j| ^ II 

2. 作希尔伯特空间 H 到其共轭空间 /T 的映射了： //—H、 
^ h-^,：y6H， 其中^是由 y 导出的泛函 • 由黎斯定理，: T 是双射， 

且保持范数不变. 

对于实空间 ，了是 H 到的保范线性同构- 

对于复空间 ，了是 H 到的保范共辄线性同构. 

3. 定理2设 K 是希尔伯特空间， G 是内积空间，4是 H-G 
的有界线性算子，则必有的有界线性算子 S ， 使得 V xeH , 

有 


① 


② 


式②左端表示 G 中的内积，右端表示//中的内积 

定义1设//和 G 是两个内积空间， A 是 H—G 的有界线性算 

子，又设是 G—// 的有界线性算子，满足 

y ) , H y y ^ G 9 

则称 /r 是 a 的共轭算子（或伴随算子）. 

4.定理3设//和 K 是希尔伯特空间, G 是内积空间，若 
e ， CeB ( K — H )， a ，尽 是复数 ，则： 

(2) \\ A ^ \\ 2 — || ^4 || 2 = IJ >1 * /I || ； 


(1)(，）*=- 山 

(3)0^4 + ^B)* =^4*+J5B* ; (4)(^0* =C* A* ； 

(5)Z 为正则算子的充要条件是为正则算子，当 z 正则时， 


240 




若则又有以下 两点： 

(6 Vor ) = { xue〆 /)}， a (/ r ) = { X | Ae < T (> o } ; 

(7) 设 A 是 Z 的特征值， x 是相应的特征向量，又设 // 是，的 

特征值， y 是相应的特征向量，则当 A 尹# 时， _ r 丄： y . 

定理 4 设 //， G 为希尔伯特空间， A 是 H — G 的有界线性算 

子. JVG 4) 和 WC 4* ) 分别表示>1和4•的零空间，及 M ) 与尺 C 4* ) 分 

别表示 Z 和的值域，则 


③ 


W(i4)=/?GT ) 丄， N<iA m ) = R(A) 

RiA^=NiA m ) 丄， R(An=NdA) 

5. 定义2设 d 是希尔伯特空间 H 4// 的有界线性算子，若 

=儿则称 X 是自共轭算子(或自伴算子). 

定理5设 Z 是复希尔伯特空间//上的有界线性算子，则 Z 
是自共轭算子的充要条件是 V : re //， C 4： r ， r ) 是 实数. 

6. 定义3设 X 与7是同一数域 K 上的向量空间，若映射 

h : Xxy -^/ C 满足下列 性质 : V X 必 ex 奶 y ^ yz ^ Y ^ a ， 择 e 
K ， 有： 


④ 


(1) h(xi - \-x z ,3/) =h (jti jy) +h(x 2 ? y) i 

(2) h{x^y l -hy z )=hix f yi)+h(x,y 2 ) j 

(3) h ( axjy ) = ahix ^ y ) j 
(Ohix^y) = ^h(jo jy) , 

则称 a 是 xxy 上的复双线性 泛函. 若 K = R ， 则 A 称为双线性泛 




定理6设/^，// 2 为希尔伯特空间，且 A : HX //— K 为有界 

复双线性泛函，则有表示式 


⑤ 


h ( jo 9 y ) = ( Sxjy ) ^ 

其中 S : h ^ h 2 是一有界线性算子，且由 A 惟一确定，并有范数 

II 5 || = || A II - 


有界双线性泛函满足 
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鲁 


|AO ， j/) I< || A || || x || \\ y || 

疑难解析 


⑥ 


1* 希尔伯特空间的共轭空间有什么特殊性？ 

答賦范线性空间有共轭空间与共轭算子的概念，作为特殊 

的陚范线性空间，当然也有共轭空间与共轭算子的概念.但是希尔 

伯特空间//的共轭空间有其独特之处，即希尔伯特空间 H 与它的 

共扼空间 / T 可以视为一致，从而将共轭空间上的共轭算子概念 

引进到希尔伯特空间本身上去. 

在希尔伯特空间//与其共轭空间只 # 之间建立的双射 T : 

H — H * 还保持范数不变•易 证:当 //是实空间时, 

T 是 H 到 / T 的保范线性同构；当//是复空间时，: T 是 H 到的 

保范共轭线性 同构. 在同构 r 的作用下，可以将向量: y 看做泛函 

匕，把泛函^看做向量: y ， 从而使//与—致化.这称为希尔伯 

特空间的自共轭性，或称希尔伯特空间是自共轭的空间. 

2. 希尔伯特空间的共轭算子与賦范线性空间的共轭算#概 


念是否相同？ 

答希尔伯特空间是一种特殊的賦范线性空间，它的共轭算 
子概念是用内积直接定义的，这个定义不包含在陚范线性空间的 

共轭算子的概念之中 • 

对于两个有界线性算子及两个复数 or ，/9, 按賦范线性空 

间共轭算子的概念，有 

= aA* 9 

* =aA m + 卩 B* • 


因而 


在希尔伯特空间中，因为 

y{Ax) = A* yix) > {Ajc^y) = (x，Z * 3/) 

是一致的，所以按内积空间共轭算子的概念，有 

( 工 ， (aA + ^B)* y)=((aA-h^B)a: 9 y) — (xf(o[A M )y ) ， 


jy€: H 
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所以 


可以看到，对于复空间，两个共轭算子概念有所 不同； 对于实 
空间，两个共轭算子概念是完全一 致的. 


方法、技巧与典型例题分析 


要求理解希尔伯特空间上连续线性泛函的表示，熟悉黎斯定 
理并会应用它证明命题.要求熟知共轭空间与共轭算子的概念与 

性质，能较熟练地运用它们讨论 问題. 

1 证明: R 3 上任一线性泛函可由点积 表示: = 

fl ? l +^2?2+^3?3* 

证由于 R 3 是希尔伯特空间，由黎斯定理，可得/(2)= 

( T ， Z ) ，故当 




(芒1，^，芒3)， (?1 ，?2，(3) 




/0)=(工，之）=冬1?1+汔2?2 + 汔3(3， 

故 R 3 上任一线性泛函是有界的，其内积即点积* 

证明: 户上任一有界线性泛函/可表示为下列形式 


时，有 


2 


/(x)= § 


( a =( 印） e / 2 , V : re / 2 ). 


( a " a 2 , …）， 


设 : r = ( xi ， x 2 , …）， 


/(:)=S apOi ， 

t=l 


ii/u=(SKir • 

t=l 

设 z 为内积空间 x 中任一固定元素，证明:/(工) = ix ^ z ) 

是定义在 x 上一有界线性泛函，其范数为 IU II . 

证因为 


且 


1/0) | = 1( 工，艺 X II : II II 工"， 

所以|/|< 11^11是有界线性泛函. 

当之 = 沒时，有 II / II = II 之 II ; 当：时，有 II / II IU II > 


243 






\f(z)\ = u,z) = \\z\\ \ ||/||>iuiu 综合两式得 N/ll = IUII . 

例 4 对例 3, 若映射 x - or 由：卜/给定，且为满射， 证明 ： x 
必为希尔伯特空间. 


证记2 卜人 ，令是 X 中的柯西序列，则 II /% II = 

II . 可证明 {/〜} 是； r 中的柯西序列且收敛，即 /〜—/. 又由满 
射知，存在 h 使得 5 T 卜/，且 


Z 


fz»—f || 一 0 ， 

所以， X 是完备的，故 X 是希尔伯特空间. 

例5 证明： 黎斯定理定义了一个等距双射了： HW ， 

卜人 ===(* 4)，它不是线性的但为共轭线性的. 

证由黎斯定理知，11/11 = IU II ，所以 

II /*— /« II = II II = II Z—V II , 

f^fiAsc) = (a: 9 az+/3v)=a(xjz)-\-/3(x 9 v) 

= 5/r0r)+P/ v ( 工）， 


z n ^ z ^ 


z n — z 


z 


且 


故它不是线性的但为共轭线性. 

J 6 设 H 为希尔伯特空间，若 V /€//，数列{(/，心）}均为 
基本序列，则称点列 {&} 为//中的弱基本点列. 若 H 中任一弱基 
本点列都有属于 H 的弱收敛的极限，就称空间是序列弱完备的 • 
证明： 每一个希尔伯特空间均为序列弱完备的. 

证设{办}是 h 中任一弱基本点列，则 v / e //， {(/，心）}也 
是基本点列，因而是有 界的 . V n 6 N , (/，仏)是//上的连续线性泛 
函，其范数为 II . 由有界性，则依共鸣定理知，{办}是有界点 

列， II 心 II <财<00，行=1，2广，成立- 

V/e//, 记 G(/)=lim(/, 办），其极限存在，且是//上的线性 


rr? 


泛函，有 


|G(/)|=lim|(/^JKII/li M. 

” 一 ►00 

所以， G (/) 又是 H 上的有界线性泛函，于是，依黎斯定理，存在 

发 e //， 使得 
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go = (/\贫） ， f h ， 

lim(/,g- n ) = (/,g)* 

n—^oo 

上式说明， { 办 } 存在弱收敛的极限贫，故 // 是序列弱完备的 . 
例 7 设了是 / 2 —/ 2 的有界线性算子，对于 U}e/ 2 , 有 : Tr = 

00 

iyj } ，其中 


2 




舞 


a]i x ,， 证明 




x 


a a x i » yj 




# 


1,2,… 


a ；； 


= a " ， 




j* 


证任取 2 =( 2 i 

(z^Tx) 


•)e/ 2 , 则 

2 z jyj = 2^2 

■ * ■ 

等式中可以交换求和次序是因为 : r 是 / 2 到 / 2 的有界算子，因而式 
中的级数均是绝对收敛的 . 


，之 2, 


a 碑 = 2 ( S ^ji z J ) 




工 i 


又 


(z^Tx) = (T* Zjx ) ， 


sr\ — 

= Zy ^ji^j ， 


故 


T 


« 


z 


于是有 


« 


=ai” “ ） =1 ，2，”. 


an 


j* 


设 // 为希尔伯特空间 ，了为 // 上的有界线性算子 


m 


T\\ < 1 ，证明 


{x\Tx=x} = {x\T* x=jo}. 

时，有 

(T*x,x) = (x,T*x)= || x || 2 , 

mi 2 + ii 


x — x 


故 im 


2 


2 


(T* x, x) — ix f T* x) 

-iu ii 2 < ii t- ii 2 iu ii 2 — 
ii 2 -iur<o， 




X 


X 


2 


T 


JO 


X 


T 


2 




X 


T 


x=x 


因此 


{x I Tx=jc} d {x \ T 


}CI{x|T 

{x |Tx=x} = {x\T*x=x). 

J 9 证明： 希尔伯特空间 H 上每一个有界序列有弱收敛的 


} = {a: jTx=x } ， 


x = x 


x=x 


从而 


s 


子序列 
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证当 H={0} 时，结论显然成立.设//关 {W ， 并设是有 

界序列，即 IU„II <M. 

(1) 设 H 是可分的， {xU 是//的可数稠 子集. 因为 

II U • ，巧 ） II<IUII II t ；! || ( V «6 N ), 

且 U n } 是有界的，故（《„,%)是 c 中的有界数列，必有有界子列 

{ U\ n } ，使得 (ttl»，T/l)— a l («—►CO) J 进而存在{叫}的子列{«2« } ，使 
得 (W 2rt ，x； 2 )—a 2 (rt—00) ;反复继续下去 . ，即有 


(Mu) ， (^ 12 ，取 1 ) ， 
(. till ，幻 2) ，(從22，取 2) ， 


• • • 


^ 2 ， 


取对角线序列 = 则{%}有性质 


°°» k ^ 1 ， 2 ， 


(( O nJ Vk ) 


a *， n 


V 因为{%}在 H 中稠密，故存在的。，使得 

<e/( 4 M). 

而丨（叫，外。 ） I关于《是收敛序列，则存在"€ N ，使得当”, m>7V 时, 


V— Vk 


有 


I { co n — a } m 9 Vk 0 )\< i ^/ 2 j 


II + 丨（叫 _ 如携，外 0 ) I 


使得丨（（叫一 (W m )，Z；) 


v — Vk 


<2M 


- 1 -=£ 

4 M+ 2 

从而， { (叫 ,t0} 是柯西序列，是收敛的. 

因此， v 存在数使得 


① 


{(o nJ v)—^aiv) 9 n—►c j °，V v^H. 


由式①得映射(幻是线性的，且有 

\a(v) (I v || sup || o) n \\ f V v^：Hj 

n 

则 《(t0 为有界线性泛函，依黎斯定理，存在 weH， 使得 

a(v) = i<o y v ) » V v^ ： H* 


(a>« ， t;)—►(o> ， z0 (w—^o，V //) 


由式①知 

从而， co « 弱收 敛于如 (n—°°). 
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(2) 设 // 是不可分的，若令 ysspanU ^ uj ：，"*} ，则 y 是可分 
的，因为所有下列形式的有限线性组合 

(爲 + >^)吣 +…十（氏 +7” i ) a ”， 沁,广6(：，_; = 1，2,…，” 

是一个可数集，且在 y 中稠密 • 

由题(1)，在子空间 y 中，存在{%}的子列{叫}及固定的出 ey ， 


使得 


② 


V v^Y. 




设 z €//， 则由投影定理 


z—v-\-v m » v^：Yj v 9 


因为(: y ， v )=0 (v yeY ), W \ 


{( o M 9 z )^ i < o 9 z ) ( n — oo)，V H ， 


从而叫 《 弱收敛于如 

例 10 设 X ， y 是陚范线性空间，证明: xxy 上的有界复双线 

性泛函 a 是二元连续的 ■ 

证因为 

|ACx ： + Aj ：， _y+ △: y) — h(x 9 y) \ 

= |/Kj ：，： y)+AOr ， △: y)+/i(Ax, ： y)+/i(Ax ， △: y)_/K ： r ，： y) | 
<|/ iCx ， A ： y )| + | MAx ，： y ) I 十 |/ i ( A ^， A ： y )| 

<IIM 

+ IU II II Ax II II 


II + II /i II II Ax|| || 3/II 

0 ( Ar —0，△》—()) 


x 


所以是二元连续的 


例 11 设 X 是向量空间, A 是 XXX 上的希尔伯特泛函，若 
eX ，/ iCr ,： y )>0, 则称 A 为半正定泛函.证 明：半 正定泛函满足 
许瓦兹不等式 | M ： c ，： y ) 卜<々(1，1)/^(7，：>0_ 

证若则必有 A (3^，^ y )〉 o •由 


V 


0 ^ hCx _ ctyjX — cty ) 

= A(x ， x) — ah(:r ， y) — ahCy f x) + |or 1 2 A(x ， jy ) ， 

a=h(jo 9 y)/hCy f y ), 

hXx’jo) — |Mm) I z /h(y 9 y^^O* 


取 


得 
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若 / z ( jt ， x )^0, 证明过程与上 类似- 

A ( x ， x )= A (; y ，： y ) = 0， 

—— ah ^ Xjy ) —— ah { y 9 jo )^ 0 - 

取 a=A(:c，y) ，得一 a I AO，？） | 2 >0,从而 M:c，：y) = 0, 故半正定泛 

函 A 满足许瓦兹不等式. 

例12设 F 是复希尔伯特空间//上的双线性泛函，即厂是 
HX// 上的复值函数，满足 


若 


则得 


Fia l Xi^a 2 Xzjy) =^iF(xi ,jy)H-flr 2 F(x 2 »^) ， 


F { x ^ l yi -\- p 1 yz )=^ iF { x ^ yi ) J r ^ zF { x ^ y z ) ^ 

sup{ |F(x ， 3 /) I I || x || <1, || y || <1}<o°. 

证明 ：惟一 地存在 H 上的有界线性算子 A， 满足 

F(x 9 y > ) = (Axjy) > x ， y ^： H ， 

II A || =sup{ \F(jc t y) I I || x || = || y || =1}. 

对于任何固定的: yeH. 定义 /,Cr)=f(：r，30, 则八是 // 

上的线性泛函，且有 


且 


y 


\F(jo,y)\^ || 3 ^ II sup F\ x. 


SUP 1 / yOc ) 

xi<l 


sup 




: V 


3^ 


<oo , 所以，则由黎斯定理，必存在 


由 U' 
办6仏使得 


X 


y 


/ y ( x ) = ( x ，4 y ) ， 

即 ix f Ay ) = FCxyy )* 

由此得到只上的映 射万： X -^ Ax . 对于任何 x ， 有 

( j ：, Ay 1 ^ Ay 2 ) = (^ fAyi )-\-( x , Ay 2) = F ( x 9 y 1 )+ F ( x , y 2 ) 

Fix ^ yi + yz ) = (jc 5 >1(^1+^ 2 )) > 




A ( ： yi +)2 ) = Ayi + 

又 (x 9 XAy) =X{x yAy) = XF(jo = FixjXy) = Cx ，^4 (A 3 ;)) ， 

所以， Z(A30 = AZy， 故知 3 是线性 算子. 同时 


从而 


(x t Ay) I 


I 办 






sup 


<1 


<1 
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su 




<1 




从而 z 是有界线性算子，且 


F ( x 9 y ) = ( xj ^ Ay ) = x ^ y ) , 

A || =sup{ \F(x,y) I I II x || <1， || _y II <1 }， 

故取，即得所证有界线性算子. 

例13设//是希尔伯特空间，了 ： //—// 是有界线性双射算 
子，其逆为有界，证明：（了*) -1 存在，且(了*) _1 =( 广 

证由题设知了- 1 有界，则由共轭算子存在的惟一性知, 
( T - 1 )* 存在且 有界. 于是, Vxje ", 有 

( x ,^) = ( r - l Tx ,^) = ( Tx ,( T ~ 1 ) ,, y )==( j ：, T *( T - 1 )*^), 
(x,y) = (TT^ l x i y) = (T- l x i T a y)=U 9 (T~ l )*T*yy t 

从而 T * =/， ( T -1 )* =( T *) _1 , 

即 cr * : r 1 存在，且 cr — 1 )' = or ) _1 . 

例 14 设： r 为复希尔伯特空间 h 上的有界线性算子， 证明: 

了=-了•的充要条件是对一切 xe //, Re (* rx , x )= o . 

证必要性设了=—了、则 


I 万 


[(Tir,x) + U,Tx)] 


Re(Tx,x) = 


= j[(7\r ， x) + ( 了 * x ， x)] = 0. 

充分性设 Re(Tx ，： c) = 0 对一切 o ： eH 都成立，则 

((T+T # )x,x) = 0, x^H. 

由推广的极化恒等式知 , v 有 

(( r + r # ) x ^)= o , 

T=—T\ 

例15设 MJ 是复希尔伯特空间上的一列自共轭算子， Z 是 
定义在全空间的算子，满足 


从而 


\xmCA M x 9 y)=CAx 9 y) > x，yG H 9 


证明 M 也是自共轭算子 
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证先证X为 //— //的线性算子 • 由内积的连续性，对任何 
数 or， 卢和 V x x , x 2 , y ^ H,M 

+ y y )—\ im ( A n (axi + ^ x 2 ) ^ y ) 

rt-^oo 

=lim (aA«xi^) + lim C^A n x 2 ,y) 

1 —^CO tl—^OO 

(aAsc x ， : y) + (/?>l 工 2 ，）） 

= ( aAx x + ^ Ax 2 ^ y ) y 

A +/?x 2 ) = aAx\-\- (^Ax 2 * 

又由题设知，取定 xe//， 有 

\ im ( A n Xyy ) = iAx , y ) , y^：H y 

打一 ►Oo 

则依黎斯定理知，{九4弱收敛于 ^Lr. 由共鸣定理知， { II A„ x || } 
为有界集，且 U AJ } 也是有界集，故存在常数 M<oo, 使得 || 




故 


从而 


， it =z 1 > 2» 


• # _ 


(Ax,y)\=\im\{A n x,y)\^M \\ x ^ || 3? 


取: y=i4x， 即得 


II Ax II 2 <M II 

从而知 A 是 H—H 的有界线性 算子. 

因为是一列自共轭算子,则依定理 5 ， V I e H ， ( A„x ，: r ) 为 
实数，而 (Ax ，: c) = lim ( A n xjx ) 也是实数，所以 A 为自共扼算子. 


Ax II => II A II <Af ， 


x 


例16设 H 为复希尔伯特空间，了： H—H 满足 CT:r，:r)>0, 
其中: r 是//中的任意向量，证明 .• 


(7"x ，： y) \ z ^ ： (Tx^x)(Tyjy ) ， 


其中工 “是 只中的任意向量 • 

证因为V ：r€//， 有 （7V，x)>0, 所以： T 为自共轭算子.于 

是， v Aec 与 v 有 


( T ( jc + Ajy ) ，: r + Ay )>0， 

即 （ 7^ ，工） +21^[/1(7> ，工） ]+| 乂 2 | (»)>()• 

取乂= — Gr ， T ： y )/(7>,： y ) 代入上面不等式，即得 

丨（ 7> ，工） | 2 <(7^ ，工）（ 7> ， >0. 
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由于 


iTxyy^ = (x,Tjy) » 

I ( Tx ，3；) \ 2 ^：(.Tx , jc ) (.Ty, . 

例 17 设 {7 U 是 H 上的自共轭算子列，且 || T n -T 
00 )，证明:了是自共轭算子. 

证因为 

II r : - t * 11 

II r -T||<||T # -T ； II + II T n -T II —0, 


故 


0 


in 


( T ,- T )* II = II T n -T II — 0, 




所以 


故: r =: r ' 即： r 是自共轭算子 • 

例 18 设 T 是希尔伯特空间 H 上的有界线性算子， 证明： 

i (: r —: r ) 是自共轭 算子; 


(1) 算子了(了+厂），乃= 

(2) T = T 1 + iT 2 , T' =T x -\T 2 成立且惟一，即 T ^ + iTeA 
+^01=7^,52=7^， 其中& 与5 2 均为自共轭算子 • 

证 （1) 由题设可得 

7 Y =各(了+丁 *: T =4(广 + W )=备(丁* + T )=7\ ， 


2 


2 


2 


-1 


-1 




( T - T # ) 




T 




2 


2 i 


= ^( T * - T ) = | t ( T - T # )= T 2 , 


所以，7\与乃是自共轭算子 _ 

(2) 设:^+1了 2 =&+6 2 ，则 


77 -i77 =Si -IS ； 


7\， T 2 ，&，&均 为自共轭算子，所以 


^-^2=5!-^ 


2， 


将上式与 T x MT 2 =S, + iS 2 分别相加、减，即得 

Ti=S\ t T 2 =S 

设： r : h^h 是有界自共轭线性算子，且了关 0 ,证明 

(1) 对于 rt = 2,4,8 ， 16 ， "_, ： T^0 成立； 

(2) V neN，：T 关 0 也成立. 


2 
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(1) 对取定的 orGH， 由题设 TV^O, 故 

0 < || Tx || z =(Tx,Tx)^{T z x,x), 


即 TV0 


类似可证 /i = 4 ，8，16,…时，7^#0_ 

(2)：r=o=^> 对于每个 />>" ，有： r=:r_ rt (:r)=o, 导出与题 
(1) 中结论/> = 2*>«，7^參0矛盾，因此， v n€N,：r 关0恒成立. 

例20设{^|〃 = 1，2，一}是希尔伯特空间//上的完备就范直 


交系， {〜} 是有界的实数列，记 D 

i = 1 


为(々，:?： 2 ,…），算子>1定义 


Xi£i 


为 


) \-^( a x Xi 


)， 


A * (xi $ JO2 ， 


22 X 2 ， 


* ■ _ 




攀_ * 


• * * 


» ■ * 


，工 ”, 


)e //， 证明是 h 上的有界自共扼算子 
由 A 的定义知 M 的线性是显然的，而V xeH ， 有 


其中（工1 


，工 2 ,… jX nJ 


_ • • 


II II 2= 2 IaxKsup | 2 II X 11 2 , 

i = 1 1 

所 以/是 有界的，且II <supk |- 

A 


任取 


•)6H ， 


(yi ， : y” 


JT = ( SC X 


)， 




$ynf 


• •罾 


y 


， 工 Z ， 


，了 rt 9 


^iociyi = 2 x < 

* = 1 


{ Aoc ^ y )= 2 

1 = 1 

所以，，即 z 是自共辗算子. 

1 设 •/ 是复希尔伯特空间 H 上的自共轭算子， 

有 (《/ x ，: c )> e (: r ：， x )， O >0. 证明： 

(1) // 按内积<^，3/) = 0/：!：，30是希尔伯特空间，记为/^ ; 

( 2 ) Hj 中有界线性算子>1为 7/ j 中自共轭算子的充要条件是 

其中，是 A 在 H 中的共轭算子. 

证由題设 J 是自共轭算子知， （ 

关于第二变元共轭线性. 

(1〉若(《2：，*2：)=0，则0/ > 2：,*3：)=0，从而£(*2：， < 2：)= : =0.得 J ：=0, 所以 


有 


a i y i =(x t Ay') t 


m 


) 关于第一变元线性， 


* 
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(*，*) 是内积.又因为 

(x,x) = (Jj ： ,x)^€(x,x) , ( x , x ) = Ux t x )^ II J II II X || 2 , 

故由 （* ， * )与（ * , * )诱导的范数等价，所以其完备性是一致的， 

从而也是希尔伯特空间. 

(2M 是札中的自共轭算子等价于V ■re//， （几 d) 为实数， 
即 （J > Li:，x ) 为实数，又等价于关于希尔伯特空间是自共轭算 

子，所以 CM ) •=«//!， 即 


或 A * J = JA . 

例22在复希尔伯特空间//上，定义4 : //，且存在 e > 

0，使得04工，^)>^(0：，：1：)对于 一 切 j ： eH 成立，证明：逆算子 A — 1 存 
在，且有 IM _1 II < e _1 . 

证因为 ( AzfdSeOd )^)， 所以 A 是自共辄算子.当 Ar 

= 0时，有 e(：r，i) = 0，故 0，则 1 存在 • 

V 古0,则 i4 _1 x#0, 于是 


-(A^ 1 jc,A~ 1 xX ： —(AA^ 1 jc,A^ 1 x) 


| A~ l 


e 


I a 一 1 工 I 


— Cjc 9 A ~ l x ")^— 




e 


e 


II ，从而知 ^r 1 是有界算子，且 II H < 


故有 M— 1 




e 


1 /e 


23 设 A 为复希尔伯特空间中有界线性算子 >1 的特征值， 

则2是否一定为的特征值？ 

解 不一定.例如，在复空间/ 2 中考察 


m 


UCxx ，: C 2 ，*") = (： T 2 ， JT 3 , … ）（ 左移算子）， 


•) 


) = (0 


tr (X 


f ^1 今 >3：2， 


暑攀 


1 ’工2， 


# ■ ■ 


可以验证，有 


UI m<i}C(T p o/)， 但 <T p (>r)=0， 

其中 a p C4« ) 是算子，的特征值全体- 

实际上，当 |A|<1 时，有 
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C7 ( 久，又 2 ， A 3 ， … ） =( 义 2 ， A 3 ， … )=A(A } ，又 2 ，…）， 

所以，当 0<| A |<1 时， A 是特征值，而(1，0,…）是相应于 A =0 的特 
征向量. 


)=(0，：1："工2,…）， 


A(j ： ! ， : r 2 ， ." ） =C/' (xi 


又 


« • • 


如果 A =0, 则心=0： 2 =…= 0;如果 A #0, 则由递推也可得出 ^ i =^2 


= 0 


■ • • 


例24设 Z 是希尔伯特空间尺上的自共轭算子, 证明： 

(1) 若 A 是 A 的特征值，则 A 必为 实数； 

(2) 若 A ， p 是 A 的两个不同的特征值，工，: y 分别是 A 的相应于 

_ 

A 和；/的特征向量，则 r 丄 

(3) 对任何复数 A ， 当 ImA 尹0时， A / — A 为正则算子，且 

|| CA~-XI)~ l || <l/|ImA|. 

证 （1) 设; I 是 A 的特征值， xeH ， x /0, 则由儿 c = Aj ：， 得 

A(^:,x) = iAx jx') = ix y Ax') = ix^Xx') = Xixyx'). 

因为所以 A = X ， 即 A 为实数 • 

(2) 设 A ， p 是 >1 的两个不同的特征值，有 

AO , ：y ) = ( Ar ， ：y ) =(工， ) =(工 ， M ) = 〆 工 ，: y ). 

由题 ( 1 ) 知 A ，// 均为实数，而 A 古；《，故必有 0,30 = 0，从而：1：丄3^ 

(3) 若 A 为复数，即 A =<7+ ir , 〜：•均为实数，且 r 乒 a 
要证明 Ae〆 ^)， 需证 04 — A /) 具有定义于全空间的有界逆算 

子.而//是完备的 ， A — A / 是有界线性算子，则由逆算子定理知， 
只要能证明 Z — A / 是 //— H 的双射 即可， 

先证乂一 aj 是单射.因为 Vzen ， 有 

((A — Xl ) xix ') = ((A — a /) x , x )— ir ( j ：» x ), 

其中 （( X _<^) x ，: c ) 和 r (_ r ， x ) 是实数，所以 

II CA-XDx || 


|| ^ I CCA — A/)x ，： r) |r| || || 2 » 


,r 


③ 


|| — II ^ 


r x 
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从而知 Z — 是单射，且 v 3； e 尺 G 4 — AJ )， 有 


II (Z — A/) _1 ：y II li y II ， 


④ 


r 


再证 A — AJ 是满射 • 因为是单射，故 Z — 也是单射， 


从而 


7 V ((^- A 7) # ) = N ( A - XI )={ Q } ， 


则由定理4可得 


/? G 4- A /) = W(M — A/r )丄={0}丄=//， 

于是 V : ye //, 必有 Aen ， 使得 04 — 于是 {04 — A / Xr „} 

为 H 中基本点列，由式③知， U „} 也是基本点列，因而必存在 
x 0 € H ， 使得 


為，且 


X 


n 


(A — XI)jo 0 = lim(A — XI^)jo n = y. 

oo 

RCA-XI) = H^ 

由逆算子定理即知，乂 一 AJ 是正则算子，即; iepG 4)， 则由式 


从而得到 


④得 


|| M - A 7)- 1 [| < l /| ImA |. 

125 设 H 是希尔伯特空间//的自共轭算子，证明 

|| T || = sup | ( Tj :, x ) I . 




JC 


因为对于 lull <1，有 

( Tx , x )|<|| T ^|| IU II < II r II IIX I ! 2 < II T II 

. (TXfX) I ^ || T II . 

n ^ i~<i 

iB sup |( T : r ， x )| 为 r ， 则 v ze //， 当 时，有 


所以 


sup 


X 


X 


X 


或 I (Tjo,x) |<r || x || 


z 


T 


X 


X 


由自共轭性,通过计算可得 

(TXx + jO ^ + ~ ( Tix ~ y ^> fX — y ) 

= 2iTxfy)-\-2(Ty 9 jr) =2(7\r ，： y) 十 2 ( 力 了工 ) 

= 4： Re(Tx ^ y) » 
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|Re(Tx,y) |^-^( || x 十 ; y || 2 + |1 x—y (t 2 ) 

<^( IUp + il ^ ll 2 )- 


于是 


取 e 请使得 

_ 

I (Tx,y)\ =e^(Tor^) = Wx) ，： y) 

<4( i| e ifl x II 2 + il y II 2 ) = ^(|UI1 2 +|| 夕 II 2 )， 


2 


此式实际上 V x ，： yef / 均成立 _ 若 Ti 关0,令 

I 

入以上方程得 


h 则代 


I Tx || <r || x ]| 2 , 

( Txyx "> |. 

例 26 设 •: r : h — h ， 其中 // 为希尔伯特空间 ，： r 
为有界线性算子，证明 1 : sim ^ H 存在. 

I 

证由许瓦兹不等式，有 

I 

IU II 2 < IU || 2 + || Tx || 2 =(x ，：） +(m ， x) 

= CSu ) II x || ， 

因此,&=<?=> II :c II =0. 由逆算子定理，* S _1 : 5(//)— //存在 • 

例27证 明：在 希尔伯特空间 H 上有界线性算子了： H—H 

的值域为有限维的充要条件能表示为 


于是 


% 


2 (工，巧)％ 

>=i 

证设汍，心 ，…， 乂}是关于 T (//) = R ( T ) 的一组直交基，工€ 

n 

= 7^0)匕，则 




Tx 




H,Tx 


(Tx ， b k ) =a>(j：) = (x?T* 6 *) ， 

n 

= 2 (工，巧) w , 

>-1 


且 


ixv 产 b” vj=T m bj) 


Tx 
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第五节投影算子 


主要内容 


1. 如果 H 是一个希尔伯特空间， L 是//中的闭线性子空间， 

则 v ze //， 必有相应的 丄 l ， 使得 1=汐+之 ，称元素: y 为 x 

在 L 上的投彩.X在 L 上的投影是由X惟一决 定的. 

以上是希尔伯特空间上的投影定理 • 

定义1 1是希尔伯特空间//中任意取定的一个闭子空 

I 

间，作算子如 下:对 //中元,令 Px 是 z 在 L 上的投影，则称尸为 
由//到 L 上的投影算子，记做 P 或/V 

投影算子有下列 性质： 

(1) 投影算子必为线性有界算子； 

(2) 设尸是希尔伯特空间//中的投影算子，则/ > 将//投影到 

(3) 投影算子的范数或是0或是 1. 

3.定理1设尸是希尔伯特空间 H 中的有界线性算子，则 P 
成为投影算子的充要条件是： P 是自共轭（尸=尸*)而且幂等 
(尸 2 =P) 的算子. 

定理2设 F 是复希尔伯特空间//中的有界线性算子，则户 
成为投影算子的充要条件是： v xe//， 有II尸工 || 2 -(Px,x>^； 


攀 


立. 


设是两个投影算子，则 L 丄 M 的充要条件 




是: /w=0. 

定理4设/\ ，/ ^是两个投影算子，则尸是投影算子的 
充要条件是:尸，且当尸 t+FAf 是投影算子时，它就是 

定义2如果两个投影算子尸和 Q 满足 PQ=0, 则称尸和 Q 是 
直交的，记做尸丄 Q. 
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S . 定义 3 设{乙}是希尔伯特空间 H 中一列两两互相直交的 

闭线性子空间，作 


{ 2 

1=1 

则称 L 为{乙}的直交和，记做 

|=1 

定理 S 设尺 （ n = l ，2, …）是希尔伯特空间 H 中一列两两直 
交的投影算子，则必有投影算子尸，使得 V 工 eH ， 有 


，S II ^ II 2 <oo }， 

i=l 


■Ti I J：, 6 U = 1 ， 2 ， 


» • ■ 


5> 

i = l 


① 


Px 




iX 


推论设{乙}是希尔伯特空间 // 中一列两两直交的闭线性 




子空间，则户 s i . = ^ 

•— 1 i 

上式右端级数是指算子的强收敛 • 

6. 定理6设尸 L ， 尸 Af 是两个投影算子，则成为投影算子 

的充要条件是且在是投影算子时，它就是在1 
riM 上的投影算子. 

7. 定义4设 A 和 B 是希尔伯特空间 H 上的有界自共辄算 
子，若 V :6//，有（4_2：，：1：)<(及1：，1)成立*则称^4小于或等于 B ， 记 

做 A < J 5 或5>九 

定理7设尸是希尔伯特空间 H 中两个投影算子，则下 
列命题 等价： 


L. 


(2) || Plx II ^ || 尸 ||，V x^：H 成立; 

( 4 ) 尸 L 尸 M = P M ； 


(5) PmPl = Pm 


(3)L3M 

定义 5 设 L ， A / 是 // 的两个闭线性子空间，且中与 


M 直交的向量全体称为 M 在 L 中的直交补，记做1 ㊀ M ， 即 

L 0 M = {x | X G L ，且 J ： 丄 M } =L D Af 1 . 

定理 8 设 Pz •，/ ^是 两个投影算子，则尸《是投影算子 
的充要条件是当仏一 _ Pm 是投影算子时，^ — Pjv = 尸/ • ㊀ m . 

推论1若是由希尔伯特空间到它的闭线性子空间 L 上的 


: 
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投影算子，则 J — Pi 是在上的投影算子. 

推论2若是投影算子，则成为投影算子的充要 
条件是 a 0 ariM )) 丄 ( m ㊀ anM )). 

推论3若/^，尸财是找影算子，且尸则匕+/^_ 

尸1>尸《是在 a ㊀ anM » ㊉ m 上的投影算子 • 

9.定理9设 A 是希尔伯特空间 H 上的有界线性算子， M 是 
H 中的闭线性子空间，则 M 是 Z 的不变子空间的充要条件是 

= P mAP Af • 

定义6设乂是希尔伯特空间 H 上的有界线性算子， M 是// 
中的闭线性子空间，若 M 及都是4的不变子空间，则 

称 M 是>4的约化子空间，简称 M 约化儿 

推论1 M 约化 A 的充要条件是 M 尸 m=*Pm 九 
推论2 M 约化 A 的充要条 件是: M 同时是 A 及/ T 的不变子 
空间. 特别是当 A 是自共轭算子时, Z 的不变子空间必定约化 X . 

疑难解析 


投彩与投影算子有什么不同？ 

答投影是对一个向量而言的，也可以理解为一个向量的分 

解.即若 M 是内积空间中的线性子空间，：《：是//上的一个向量，如 

果有1()€财, > 2： 1 丄财，使得工 = ：1：。+：1： 1 ，则称：1：。是：1：在 M 上的（直交） 

投影.所以，对于内积空间 H 中的任意向量与任意线性子空间 M ， 

工在 M 上的投影不一定存在. 

投影算子是一类较简单的有界线性算子，可以理解为一个映 

射.它将希尔伯特空间//中的元工投影到 H 的闭子空间 L 上，是 
一个集合的分解.因此，投影是指对一个向量的某种分解，而投影 

算子是指对某个集合的向量运算 • 

方法、技巧与典型例题分析 

投影算子与投影算子的性质必须严格按照定义与定理来验 
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证，并利用算子与空间的特点讨论与投影算子相关的命埋. 

例1证明 ：投影 算子/^ ://—!^是有界线性算子，且当 

W 时， II 尸 lII =1_ 

证 Vx ，： v €//， 有 

=xi+x z , y^yi+ya x 2 ,y 2 X.Lj 

故 x + y =- ( xi + jfj ) + ( x 2 ~\- y 2 )» XiH - ^ L , Xz -\- y 2 A _ L L , 

PLix+y~) x x + y x = P L x-\-P L y- 

类似可证 P L ( ai ) = aP L : r ，、 aGK ， x 6 H ， 

所以是线性算子.因为 V ^ eH , 

II PlX II 2 = II II II X! II 2 + II || 2 = || 

所以 || 尸 L 11 <1. 又若取且 || 

II PlXo II = || 工 。II = 1 


X 


从而 


A + X 2 , 有 


X — 


2 


X 


1,则 




Xo 


又有 IIPiJ >1，从而 IIPl II = i _ 

例2集合1^:(匕）=-{工6//|户以= 0}称为/^的零空间， 

Rani ^ L ) 表示 h 的值域，设尸 l : H — H 是投影算子，证明： 

( 1 ) Ran (尸 L )= L ， ker (/\) = L 丄 ， H = RanCP L ) ㊉ kerCPJ ; 

(2) P/.U = / l , Pl | l - L -= Oj 

(3) Pl - l=/-P 

证 （1) 因为尸 i : //— H 是投影算子，所以 RanCPJGL ; 反 

之 ，V xei , 有 & x = i , 所以 LGRanCPi ). 综合知 RanO ^^ l . 

因为 V 0：61^1(/^)，1 =工1+12，工161，0： 2 云1/丄，所以 PlX = 

% 

A ，而尸# = 0,即得 x = x 2 ei x , 于是 ker (尸 Jd 1 * 又显然有 

ker (尸 综合知 keKPz ^ sL " 1 ■，从而得出 

H = L J tL ^ =Ran (尸 i ) + ker ( Pi ). 

(2) V 工61，1=工+0,0€乙丄，故匕(工）=工，即尸 

keriP L ) = L x ，故尸 lU 丄 = 0. 

(3) 因为 ZA 是闭子空间，所以 / Vl : H — H 也是投影算子，有 


L 


//,* 而 




L \L 


Ix = Xi-\-X 2 = PlX + Pl^X^ Xy^LyXz^L 
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故 


Pl l x~ (/ — Pl)x ， V jc^ ：Ht 

Pl ^ — Pb 

例 3 证明 ：投影 算子是自共轭算子. 

证 Viae //， 有 

x^xi J fx 29 y=yi+y 2 f x 2 ,y z ^ ： L J 

( Px ^) = ( xi ，^ i ) = ( x , Fy ), 


从而 


所以 


故知尸为自共轭算子 


例4 证明: 投影算子是幂等算子，即 
证 Vie //， 有 


L 


x — x x + x 2 ^ Xx ^： LjX 2 ^: L 


由 P J tx=x 1 ^L,# 


P Z L X = PiXi = Xi = P L X 9 


即 PI = Pl 成立 


证明 ..F 是投影算子的充要条 件是: P 是自伴算子且 P 2 






必要性证明见例3与例 4. 

充分性 SL=Ran (尸），则V yeRan(P), 存在: rGH， 使得 j 

= Pjo . 于是 


(7 — P)y= (7 — P)Px=Pjo — P 2 x = 0 ， 

即 yGkera—P )， 从而 RanCJOCkerCr— 尸）， 

V : y 6ker(J — 尸） ，有 （J — 尸 ）: y = 0 , 即 y = Py ^： P iH)* 于是 

ker (/- F )(= Ran ( P ) 

综上得 

因为 (J 一尸）是有界线性算子，所以 kerOT—P) 是闭的，从而乙= 

Ran (尸)是闭子空间. 

同时 ，V 有： csPx + CJ— 尸）工，且 

{U-P)x,Py) = iPa~P)x,y) = C0,y^^0 9 

% 

(/- F ) TeRan ( F ) ± , 

PxeRan(P)=L. 


« 


Ran(P) =ker(J—F)_ 


所以 


而 
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故尸 /^=尸工， 即 P=P L . 

例6设£:是希尔伯特空间//的线性子空间，记 

H ， o : 丄幻，证明： 

(1) £^ 是 // 的闭线性子 空间； 

(2) 若 E 是闭的，则 £丄丄=£： ; 

(3) 若瓦 是闭的，则//=£ ㊉五 S 即 

H =£ 十£丄，£门五丄={没}; 

(4) 若£是闭的，尸： //— £:是投影算子 ，则厂 LeTSK 尸). 

证 （1) 设1，3^五丄，则V ，有 x 丄；^，义丄之，于是 

( a _ r +反 y ， z ) = a (工， 2：) + 卢 ( jy ， z ) = 0, 

故《工+/^€£： ± ，从而知£ ± 为线性子空间. 

若 x n e£^ 

的连续性可得 


则V 丑，有 (x„,2) = 0 •由内积关于变元 


，: r"—x 


( x ,2：) = lim ( jc „,^) = 0. 


故 x 丄，£■*■是闭线性子 空间. 

■ 

(2) 若£是闭的，则由£丄£丄可以得出，五匚五丄丄.另一方面, 

若 ： r G £ 丄丄 ，则 尤丄£丄 .若 x~xi -\-x 2 tJCi€: E ，工 2 丄五，则工 2 €丑丄，从 

而，（:于是 


( j ：2 » J ： 2 ) = ( Xx + X 2 , X 2 ) = ( X , X 2 )=0, 

Xz = 0, 


= x x eE , £ :丄丄 ef ： 


X 


综上 $£ = £ ±x . 

(3) 若£是闭的，则由投影定理, V xe //, 有: TSA + X 2, 其中 

• r 2 e £ J ■，从而 // =丑 + £丄，同时 £ fl£ x = {<?}，故 

(4) 若£是闭的，则 V ■2：€//,1=：1： 1 +： £ ： 2 ，其中文 1 €五，文 2 丄£. 

当且仅当工1 = 0时， jce£ 丄，即尸1 = 0或： reiW)， 即 E 丄 =7V (尸）_ 

例7设 P 是从希尔伯特空间 H 到其闭线性子空间的线性算 
子，证明下列命题 等价： 
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(1) p 是投影算子； 

( 2 ) 户=户，且尸是自共轭 算子； 

(3) P 2 = P ，且 AK 尸）丄 /?( P ) ; 

(4) 若 H 是复空间，则还等价于 

(Px^x)= || Px II 2 y xE:H. 

证 （1)=>(2). 由题设 ，P 为从 H 到 £ 的投影算子，则 V 
H ， Px ^ E ， 故 


P z x=PCPx)= Px^>P 2 = P 


V 有 

= xiH - x 2 , : y =： yi +： y 2 ， ti ，： vi 6 £， 工 2 , 72 丄£， 

(Px 9 y) = Cjo 1 fyi-\-y 2 ) = (^i ， : yi) 

— ( xi -\- x 2 jyz ) — ix ^ Py)f 


JO 


则 


所以， P 是自共轭的 • 

(2)-5>(3). V oreiVO 5 )， 有 /^=0;v 

— Px ^ 于是 


(x 9 y) — (x» Fxj) = iPx^xx)~Oy 

即 AK 尸)丄及(尸) . 

(3)0(1). 令£=^(/— P) 为 // 的闭线性子 空间. 验证尸是 
从 H 到£上的投影算子. 

因为 V：y€i? (尸），3尤6//，使得：)^ =尸工=戶 2 工，所以 

a —P)Px = 0, 即 U - P)y = 0 , y e NU - P ). 反之，V 3；€ 

iva -及）， 有 

即 

V : r€f/， 记 x = Pa:+(:c—Px), 则显然有 

Px 6 i ?( P )=£. 

P(I—P)x=^P(x—Px)=Of 

x - PxeN <, p ). 


又 


从而 


由于 #( 尸）丄 /?(p), 故 


工一 Fz 丄只（尸）=£ 
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所以尸是从//到£：的投影算子. 

考虑 H 是复希尔伯特空间情形 

(2)==>(4)，即 


[| Px || 2 = CPjo jPx) = (P 2 x ? x) = 

(4) X 2). 对于 H 上任一线性算子，极化恒等式成立，即 

4( Ar ， y ) = MCr + jy ) 4 + 3O — C 4(: r — jy ) ^— y ) 

9 x -\- iy } — iiAia : 一 ij )， x — i ^)* 

若 v xe //， 有(尸 u )= ii ft || 2 ,则 ( Pu ) 为实数 _ 令 a = 


尸，可得 


iPx , y > ) = iPytx ') — ix , Py > > ， 


P 是自共轭的，于是 


(尸 2 x，:r) = (Px， 尸： r)=( 尸 x，x) ， xG//. 

令 y4=P 2 —_P， 则(儿》:，：2：) = 0，：1：€//.利用极化恒等式可得 

( Ar ，_ y )=0， 

从而 A = 即产=尸, P 是幂等的 • 

例8设尸 £ ,尸〃分别为希尔伯特空间 H 到其闭线性子 空间五 

和 M 的投影算子，证明以下命题等价： 

(1 ^<Pe^P Mi 

(3)£] M ; 

(5)尸 £ _〜为投影算子. 

uE (1)=>(2)- 

II PeX II ^(pEXiX^iPuXjX)^ II P M x II 2 , 

II PeX li > II Pux II , x6H. 

(2)=>(3). 若 Af ， 则，从而 

PeX II 2 > II PmX II 2 = II x II 2 = II PeX II 2 + II x~PeJO II 2 , 

X — 尸 £ 1=0 或 Pb^c^Xj 


(2) II Pex II ^ II Pmx I ) ; 


P eP m = P mP E—Pmj 


故 


故 


即从而可推断出 MC =£. 

(3)=>(4). V 只，有 P 兄工 G 五，故 


或 PePm = Pm ^ 
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但另一方面，设： r = 尸 £ :^ + J ： 2 ，： E 2 丄£，从而 x 2 丄 M ; 又设 x = PVx + 

Xz ，: r'2 丄 M， 故 


ix 2 _ x 2 ) 丄 A/， 


尸 £j： — Pm ^~ —(工2—工 2) 丄财 • 

若记尸找=尸从工+0^—尸《工），则此式成为 P 找 关于 M 的投影分 

解式，从而 


尸 M 尸 £ 工 = 尸 M 工或 PmPe — P M- 

(4)=>(5).因为命题 (4) 成立，则 

{P e —Pm) 2 = P\—P eP m~ P mP e-^tPm 

Pe — Pm — Pm^tP m—P e — P 
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所以 Pe — 尸 Af 是幂等的- 

又由的自共扼性 ， V x ， y € H ， 有 

(( P £ — Fw ) x ，3 ; ) = ^£ jr ^) — 

=(工，尸以）一（工， ^Vy) =( 工，（尸£ _ 尸 w)：v) ， 


是自共轭的，故 Pe - Pm 是投影算子 • 

是希尔伯特空间 H 中的投影算子，证明以下 


即尸 £ —尸 


M 


|9设 


M 


命题等价 


(1) £丄从； 

(2) 及(尸 £)±A( Pa /) 

(3) 尸 £ /^=0(称 Pe 与尸 m 正交）； 

⑷/^+〜为投影算子 • 

证 （1) => (2). 由尺（尸 £) 


* 

» 


E , R ( Pm ) = A/， 即得 




尺 （ P £ ) 丄 i?CFV). 

(2)=>(3). V x ，： yGH ， 有 

(X ，戶 £ 尸心 ） =(尸 £ 工， pMy^—O ， 


于是户£尸 M：y = 0, 从而 PePm = Q 

(3)=>(4). V 

II PmPex || 


e W ，由尸£尸财= 0,得到 P £ PV 尸#=0,于是 


X 


= (PmPe 工， PmPeX ) = (PE^c j P\(Pe^ 


1 
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= (/ 5 ex j PmPex ) ~ (x ? PePmP ) = 0 , 

P mP £ = 0* 


所以 


由于 


(尸 £ + PM ) 2 = n + FA ^£ + / V > Af + /^ = P £ + / > Af ， 


xv DeH ， 有 

((P£ + Pjif)x>3；) = (F £ x ， 3；) + 

= (工 ，尸 £ ： y ) + ( 工，尸妙）= ( x ， （尸£+尸鉍）30， 


从而知戶£+^为投影算子 • 

(4)=> (1) •由 

尸 £ + 尸从 =cp £ +F A f) 2 =n+/v > M+ 尸对尸 £+/^ 

尸 £ + PePm^~ PmPe^Pmj 

P eP m~\tP mP e = 0. 

P eP m^tP eP mP £ = 0 ， 

P eP mP P mP £ = 0 ， 




① 


可知 


式①左乘 Pe ， 得 

式①右乘尸 e ， 得 

于是 PbPm = PmPe . 综合式①知 


P eP M~P mP £ = 0* 


V x 6 M ， 有尸 M : c =: r ， 故 


丄五 ， 


Af 丄 £：• 

例 10 设 H 为希尔伯特空间, 证明： 

(1) 若 { Q , } 是一列两两正交 （QiQy = 0，/ O ) 的投影算子，则存 


所以 


在投影 算子尸 ，使得乏]02 

1=1 

(2)若{瓦}是一列单调增加（£,^瓦 +1 ， f > l ) 的闭线性子空 

间，且£=0瓦，则尸£—尸£ U 

1 w 

1 = 1 

证 （1) 记 p„=ta •，依例9,用数学归纳法可证尸••是投影算 

f=i 

子，又由正交性 


)点点成立 


― ►OO 


)点点成立 


— ►oo 
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(Qi: ， QjX ) = (.QjQije ,x) = 0, i^j<, 

|| 2 ^ || P n x || 2 =( 2» 2 ^i x ) 

1=1 

« n 

= 2 2 tl i 

i,；=l i=l 

oo 

2 ii 兑‘工 II 2 <°°* 

(=1 

m 2 m 

2 Qi x = 2 II ^ iX II 2 —0 ( m , n -^ oo ) ， 

f=«+i 

从而 ; 是柯西序列，好是完备的，令 

n 

Fx=lim ^)Qi 


有 


x 


2 


所以 


又 


i*n+ 1 


n 


Xj 


n 


即由于 

<=1 

1 n 2 n 

|| Px || z = lim =lim y {QiX^x) — jPx^x ) ， 

一 fr{ 

所以 ，尸 是投影算子. 

(2) 由例9，心 +1 -^是投影算子0>1)，且 

PE.PE = Pe . (/<«/)， 

I 7 1 

—P Ej ) = P 

尸。 CPe. + i —PE i )=^PE l 

干是， P Ei ， P E 厂 

列. 则由题 （1 )，V 有 


故 iPE^-PE^CP 


— 尸£ | + 1 + 尸 £ ( .— 尸& = 0 ， 

— Pe =0\ 

1 

是一列两两正交的投影算子序 


E. 


E 


>+1 


• * « 


E * ， 


«-1 


尸 、工 + E ( 尸 E 

1=1 


— P E )x^Px^ 


Pe x 




1 + 1 


n 


即尸为投影算子 _ 

记尸 =/\ ，需证明 L=E. 

因为 v ”>1，有芦„<=五，故由例8知， v : «： e //， 有 II Pex || < 

II 尸 £ X II .令 n—oo ， 则 
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i Plx II =lim II X II < II P E x II ， 


于是， LC £. 

又 V 1 匚&，当时， xeE *, 故尸 £'=：«：. 令是 

Pijc limJP e^jo oc ^ jo ^ L — ^E n ^^.L* 


，则 


k 


由 n 的任意性与尺单调增加性知 ， U E 二 L 和 1 闭 ，所以 

n— 1 

E— U End 

/!= 1 

综上即知 L =£ ，也就是尸=/^ =尸 


E 


第六节谱系、谱测度和谱积分 


主要内容 


1.定义1设 H 为希尔伯特空间， {7 M _ m < A < oo } 是一族 

投影算子， 满足： 

(1) 单调性对任何两个实数;1，#，若2>^，则7^>7 

(2) 右连续性 V Ao 6 (― TO .°°) > limTjix=Ti X , 

(3) ( 强 ）lim T 产 0, （强 ） lim ： T 产/， 

— oo A—►<» 

则称 {7 M 是一个谱系. 

2•定理1设 {7 M — oo < A < c «} 是希尔伯特空间 H 中的一族 

投影算子， 满足： 

(1) 单调性当 A >； u 时， T A > : T 

(2) 对一切 Aq 6 (_00,00)，7\=(弱）11«17 1 

(3) ( 弱 ） lim 7^=0,（弱 ） lim 7\ = i "， 

义一 ^ — oo A—►oo 

则 {7 M 是一个谱系. 

定理2设 mi — oo < a < oo } 是希尔伯特空间上的一族投影 

W- 

算子，则 { T ,} 成为谱系的充要条件是 V x 6//， 函数 T X ( A ) = 


芦， 


芦， 


A f 
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(7\ r ， x ) 满足： 

(1) 八 单调不减，即当 A >/ /时, T . A > T ^ ； 

(2) 乃右连续，即对任 一 Aoe (- oo , oo )，7\+=7\ ; 

(3) lim T J ( A ) = 0, limT x ( A )= || x || 2 . 

义一 ►一 oo A-*oo 

若 {7\ t } 是谱系，且存在有限数 m ， M ， 使得当 A < m 时，7\=0, 
当 A > M 时, T A = J , 则称 {7 M 是区间 [ m ， M ] 上的谱系. 

3•定义2设 X 是一个集 ，及是 X 的某些子集所组成的代数， 

五是 尺—尸的映射，若满足： 

(1) £( X )=7, 

(2) 可列可加性如果是尺中一列互不柑交的元，且 

oo 

\ jA n eR , w \^ E ( 0 aj = 1> G 4”）， 

rt=1 n=l n=l 

则称 E 是( X ，尺)上 ( H 中）的谱测度.当尺是^代数时，称 (H 

£) 是//中的谱测度空间. 

4•定理3设£是(又，尺)上的谱测度，则 

Cl)E(0) — Oi 

(2) 有限可加性对 A (f = l ，2, …， n ) GK ， 且 { A } 两两不 


交，有 E ( = 

I — 1 ， 

t = l 

(3) 若4,56尺，且乂门丑=0，贝！1五04)五（丑）=£(召）丑（/)= 


0； 


(4) V 尺，有 £：04 UB ) = £： G 4)+£ CB )—£： G 4 nB ) 

(5) {£ G 4)| 是交换算子族. 

5. 定义3设( X ,尺, E ) 是谱测度空间，/是( X ，/?)上的可测 

函数，如果存在希尔伯特空间 H 上的有界线性算子（记为 
/(/)(1£：(0)，使得¥ : r ， yeH ， 有 


■ 

$ 


(J/(Od£(Ox，yj =J 


f(OdCE(t)x 9 y) 


269 


成立，则称 j / ⑴ d £(0 为函数 / 关于谱测度 £ 的（弱）谱积分 • 

定理 4 设 ( X ， i ?,£) 是谱测度空间，则谱积分 

/(f ) dE («) 惟一地存在，且有以下性质. 

(1) 线性性 y f ， g 6 BdX ， Rm ^ cd ^ 

[caf^^g)(t)dE{t)^fU^dEit)^^g(OdEQ) ; 

( 2 ) 埃尔米特 (Hermite ) 性当/€万(又,及）时，有 

JUJdECO, 


fdt)dE(t) 

特别当/是实值函数时， J */ ⑴ d £ ⑴是自共轭 算子； 

(3) 压缩性当时， | JV ⑴ dEO ) < ||/|| ; 

是集 A 的特征函数，则 

6. 定义 4 设(又，及，£)是谱测度空间, / eB ( X ，/0，/ 的值 

域在 ( m ， Af ) 中，对于分点组 D : m =： yo <： yi <： V 2 〈…〈: yi *= M ，作和 




= ECA) 


(4) 若 


式 


S(D) = 2 ^(X(^_i</<^)), 

如果存在 H 中的线性有界算子 

/( Od £ ⑴，使得 v e >0,3 $>0,当分点组 D 满足扒 D )<3 时，不 


记彡 （ D ) 


max 




论芒 f G Lyi - 1 ，: yj 如何取值，总有 


fQ)dEQ)-SCD) <e ， 


则称 J/(OdE(/) 是函数/关于谱测度£的一致谱积分. 

定理 S 设 (X，R，£) 是谱测度空间， /6B(X，iO 是实值函数， 
则/关于£的弱谱积分就是一致谱积分 • 

推论1 V /e5(X，/?)，f/ ⑴犯⑴与所有的£04)，乂€/2可 
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/，发 €£( X ， iO，JV ⑴ dE (0 和 P ⑴ d £ G ) 可交换 • 

推论2 V /，发 eBOC ， ZO , 有下式成立 

\f(t)gU)dEdt) =J/(f)d£a)|^(0d£(0, 

( J / ⑴卿)工扣 0 d £(0： y ) = J /(0 两 d (£0) x ，_ y ). 

7. 定义5设 { T A | Ae ( — oo , oo )} 是谱系，而£:是 J ?。 上的谱测 


交换 • V 


度，若 


T^=EC(—oo,A]) , A6 C — oo,oo), 

则称 E( •) 是由{^}导出的谱测度 • 

定理6设 {7^} 是谱系，则它必定在忍。上导出惟一的谱测度. 
定理7 设丑是 ( X，ZO 上的谱测度，又设 SOO 是包含的最 
小 。代数 ，则必惟一地有 （X,S(R) 上的谱 测度丑 •，使得当 xe 及 
时， £*(A) = £C4), 

定理8设{7^—00<又<00}是 H 中的谱系，£是由 {T,} 导 
出的 （R 1 ,^) 上的谱测度，任取 R 1 中的非空开集0,设它的构成的 

区间全体是{(〜&)}，则 


£(0)= Z 1(7 V —7 V )， 


其中 


TV- = ( 强 )lim 了又 


， X-^b i 


难解析 


i . 定义1与定理1有何不同？ 

答定义1给出了一族投影算子 (7 M 在什么条件下是一个谱 
系，而定理1则给出实际上当 {7 M 满足哪些条件时就是一个谱系. 

从形式上看，两者似乎差不多，但事实上定理1的条件要弱得多， 
也就是满足定理1的条件时必然满足定义1，因为，由 

( 弱 ） lim7\=7 \， 
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有 


lim ((Ta—7"a 0 )j:>x) 

但当 A >々 时，: Ta 。 是投影算子，故 

II ( T ,_7 \)x || 2 =(( T a _7\) u ), 

从而弱收敛等价于强收敛，即由定理 1 的条件 (2) 可以得到定义1 
的条件 (2). 类似地，定义1的条件 (3) 也可由定理1的条件 （3) 得 


0 




出. 


怎样由谱系{^}，在 B。 上导出惟一的谱测度？ 

(1) 对于 一 作 £(( a ，6]) =7\ — I ，式中 
:分别理解为0和 J . 

(2 )V 厶 GS 。， 若 △=0 U ，6 I ] 且 U ， 仏]，/ = 1，2， 

*= 1 

相交，则令 


« 


两两不 


9 n 


H 


*=1 

(3)£((- oo , A ])=£,,£ 即为 （ R 1 ，^。） 上谱测度 


方法、技巧与典型例题分析 


例1设为谱系，证 明： 

( 1 ) 若 A < 户，则 T , T , = T m T x = T x ? 

(2) 设 O ，/?] ，7^=7>—乃，则 h 为投影算子； 

(3) 若是 （2) 中的半开区间，且 API 鸟=丄则乃= 


T^i 


(4) lim7Vr(V : rG//) 存在，且其极限为投影算子； 

x ~^ x o 

(5) V 1，3^//，《〜<^) = (7^，})是义 的有界变差函数 • 

证 （1),(2) 可由投影算子定理7直接 得出. 

(3) 若么= (ffl ，沒 1] ，么^ ( a 2 ， J®2] ，么门么2 = (ai ，卢 2] (其它情形 

类似可证），则由计算得 

7\7\= (%—')( W 
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7^ W ， 2 - t 〜 w 2 

T s_T 、一 T\+T a 2 =T^ 2 —T '= 7^， 






所以 T 4 为投影算子 • 

(4) 任取一单调序列{七}，1<々 +1 乂—‘由题 (2) 知，: T 


—T 


* •十1 


n 


是投影 算子. 由题 (3) 知，当时， （Th-') 与(7\ +1 -7\)正 

n 

交.由投影算子(第五节例 10) 性质知， 

fi+co | = 2 

在，即 lim7^ 存在 • 由{々}的任意性，故 lim7V 存在，其极限为投 


II 


0 


影算子 


(5) 任取分点“=々<々< … <々= 6 ,记 

△* = ( A * ， A *+ i ] ，々 = 0，1， 

一7\为投影算子，7\7^ = 0(/乒是).从而 

I 

E II T^ k x || 2 = II Et 
* = 0 ’■ 

n _ 1 

故 Ti \( T h + x , y )-( T h x ^ 

k=0 

=S I arv ， y) I = S I (Tl k x,y)\ 


jtl — 1 ， 


• * « 


m r Ah = ta 


«— 1 


n 一 1 


X 




n 一 1 


n-l 


= 2 I (.T^ k x 9 T^ k y^) 2 11 了〜工 IMI 


<( Sll ^ xr ) 1/2 ( Sll ^ ll 2 ) 


1/2 


< IU II II :v II ， 


k=0 


b 


V ( or x ,X II x I 

设 H 为希尔伯特空间，{尸,}是一列两两正交的投影算 
子，尸,=/，证明：对于任一列实数认} ，a<A«<6, 令 

i^l 

A > a , 


所以 


y 


0, 


t a = 


2尸<， 
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则 { T ;} 为一谱系. 

证因为乃实际上是有限多个或可列多个两两正交的投影 

算子之和.由第五节例9、例10知，是投影算子，且当时,有 

S 尸*>0， 


T m — Tx — 




故 {7 M 单调增加. 

若 A > Ao , 则 


m o = X ! p 


6仏 


X 


i f 




0 


2 


= 2 || Pix || 2 <2 II PiX II 2 9 


E 尸 


且 


iOC 


x ^< x<x 


众又 


0 


= inf {!■ ，又 0 < 人 < 入 } 


其中 


由于级数 E II 尸^ II 2 < IU || 2 收敛， 

1=1 


显然，当 A — ^■时， wr ™^ 00 - 


故 


S 

Aq<A, + €A 


lim 


lim 2 P 


\imT ax = Tx 

A-*A 


x^H 


Xf 




x 


0 


于是， { T A } 是右连 续的. 

由乃的定义知,乃= 0,7^=-/，故{7\}为谱系. 

在希尔伯特空间 L 2 [0，1] 中，对实数 A , 记 （_ oo ， A ] 上的 

特征函数 h - coA ⑴为^⑴，作算子乃 如下： 

7 V = o (0/ ⑴， / eL 2 [0， l ], 


证明{^}是谱系 


证因为 A ⑴是有界实值函数，且4(^>=心(0,所以乃是幂 

等的自共轭算子，即 T A 是投影算子. 

当时，有 


exCt)e M Ct) =e M (Oex(t) ~e M <iO ， 

所以 TxT u = H =了,，由第五节定理7， 
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当 A<0 时，乃 =0 ;当 A>1 时 ， T\=I. 

V / O ) eL 2 [0， l ], 由勒贝格控制收敛定理，有 

limf \ex(t)—€iit) \ z \f(t)\ 2 dt = Oj 

w 0 J o 0 

即 (7 V -7\)/ 收敛于零 U ^ Ao )， 所以乃 是强连续的. 

综上知， {7 M 是 L 2 [0，1] 中的谱系. 

设/，发€<：[>,办]，《，/3€企, 证明： 
l!j> 祕 

(2) f[/(A)+^(A)]dT,= | /(A)dTA+ I gWdTxi 

(3) 若 I1A-/II—0 U—oo )， 则 B(H ) 上的范数 

f/(A)dT A oo); 


SJ 


<11/11 ，其中 Il/Il=supj/(A )|； 


( 1 ) 




(4)| a/(A)dT,=aJ^/(A)dT A； 

(| y ( A ) dT A )*=£7 a ) dT , 

]，J dTi=Tfi ~ 

JV(A)d7\J\(A)(m , 且右端两个积分 


(5) 


T fl ； 


(6) 对于每个 (a，/? 


(7) /(A)^(A)dT Jl = 


可交换 


证 （ 1) 设 T= /(WcH ， 则 V x ，： yeH ， 有 


(.Txjy) =<p(.J0fy) =J f WdCTx^fy) 

由希尔伯特空间性质及例 1 题 (5 ) ，有 

II T || = || 9? || = 


I〆工，: y) 




<i 


<1 


1 


/(A)d(T A x^) 


sup 

di 


<i 


V (^) II / I! II ^ 




^ b 




275 




b 


( 2 )设 15 =] 茗 （入)( 17 ^ ，则 V 有 

((T + S)x 9 y) = CTjOjy) + (Sjo^y) 


/(A)d(T,x^) + g a)dCT x x,y) 


[/( A )+^( A )] d ( T A x ，3；), 




b 


故 


T + S ^ \ [/(A)+^U)]dT 


X 


(3) 由题 （1)、 题 (2) 可得 

II f/» (A)dT -f 

(4) 因为 V 工，: vGH， 有 


b 


/(A)dTJ < || / rt -/ ||-^0 (n 


afa)dCT,x,y)=a\ /(A)cI(Tax ^)， 


b 


b 


所以 


afiX ) dTx = a \ /(A)d7Y 


(5) V x 9 yeH ^^ fWdT x 的定义，得 

((JV(A)dr,)x,^) =|y(A)d(T^,^)=J a /(A)d (Txx,y) 

/(A)cI(Ta^,x) = ( J fW6T x y,x^ 

=( 工， J /(A)d7\yj ， 

( jX = j 

(6) V ■rje//, 由 （7\r,*r) 的单调性与右连续，有 

d ( TxJo 9 x ) = (T px ， x ) — （ T a x ， 工) 


b 


b 


/ WdT , 


从而 


w: 


d 7 Vc，x 


=(( TV —7\) x ， x ) ， 

其中 /(A) = l 为实函数,故]为自共轭的 ， ^dTx = (7> - 乃 ) 也 
是自共轭的.从而有 
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dT x = T fi -T 




« 


(7) 由广义测度积分的性质得到谱积分关于区域的可加性 • 若 

/( A )， g ( A ) 为阶梯函数，例如 

I* 一 1 

/( A ) = 〉 : ^ = ( a ( ，％+!]， 


i=o 


a = Of 0 < a a <***< of rt =6, 


n 一 1 


发（义 ） = 心)， Ar = ( A /， Am ]， 


)=0 




a 


记 A 产 An 4, 则由题⑹，有 


S a i b j \ 

id J 


dT 


fa ) g a ) dT x 


fa ) g a ) dT x = 




A 


4" 


丄 ■ 


a 


U 




= S a ^ b i T ^ i T 


=( S ^)(2 X '+) 


/( A)dTj g ( A ) d 7 V 


a 


a 


类似地，由 TX 7^= T ~7 V 又可得 

/(A)^(A)dT A = fV(A)dT A fV(A)dTA. 

a J 4t J 

v / aectflA ], 取阶梯函数列 / •，办，使得 

II /„ — / II —0 0—00 )， || g m — g II -*-0 ( 


6 


oo ) ， 


m 


可以设 


|| fn II II gm II 

fngm — fg II ^Af || /«~/ || 

+M || g 供 一 g 

f n Wg m (X)dTx= f /„(A)cITa[ g m WdT 


则有 


712 } 


b 


对式 


a 


a 


a 


两端取极限，则由题 (3) 知 
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/( A )^( A ) c 1 Ta = lim /„( A ) g - m ( A)dTji 


= lim / rt ( A ) dT , lim g m WdT 


/(A)cITaJ gWdT,. 

由阶梯函数情形的可交换性知，等式右端两积分是可交换的. 


第七节酉算子的谱分解定理 


主要内容 


1. 定义若是满射，且满足 

( Ux , Uy ) = ( xyy ) » x 9 y ^： H , 

则称 C / 是 H 上的酉算子（或酉变换) • 

定理1设 H ， G 是希尔伯特空间，则 H 到 G 中的线性有界算 

子 U 成为酉算子的充要条件是 W =///， 且 W = I G . 其中 /// Jc 

分别表示 H 及 G 中的恒等算子 • 

定理2设( X ， 尺, £) 是希尔伯特空间 H 中的谱测度空间，函 

数且11/11 =1，则谱积分 C /=| Vd £ 是酉算子- 


定理3设是一个三角多项式，且对任何 


实数 Z ， 尸 (e u )>0, 则必有三角多项式 Q ( e 4= 使得 

v — 0 

P ( e k )=| Q ( e if )| 2 . 

定理 4( 酉算子的谱分解定理）设 C / 是复希尔伯特空间只到 
它自身上的酉算子，则必有 H 中谱系托 [0,2 k ]> 满足7^=0, 

并使 C / sJ^^dTV {7^ 为酉算子的谱系. 

推论1若复数$使|彡|关1,则$是酉算子的正则点 • 
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(0<仏<270 是酉算子 f/ 正则点的充要条件是 

有正数 L 使得 t； 的谱系 {7M 在[氏一$,札+幻中是常算子 • 1为 C7 

的正则点的充要条件是有正数I使得当06(0,幻时，7^=0,当 

(2 兀 一》，2 k ) 时 9 T$=L 


推论2 


0 


e 


(0<氏<270是酉算子 f/ 的特征值的充要条件 


推论 


0 


e 


是 W 

推论 4 设 J7 是复希尔伯特空间中的酉算子， {7^|O<0<2Jt} 
是 f； 的谱系，设{[0,2«],5门[0,2兀]},£是谱测度空间,了是由谱 
系 {TJ 决定的谱测度，则对于任何与 C7 可交换的有界线性算子 
T fi 以及 E (AO(A/eBn [0 ， 2 tc ]) 都与 A 可交换. 

定理 5( 酉算子的谱分解定理 2) 设 C7 是复希尔伯特空间 
H 中酉算子，则必有 OKt；), 凡 《；>) 上惟一的谱测度 F， 使得 


« 


J 


AdF(A), 




< KU ) 


且 i? 具有性质: v Me B •及 //中任一可与 t； 交换的有界线性算 
子 A，P(M) 与 A 是可交换的 • 

4 .定义2设 A 是希尔伯特空间 H 上的一个线性算子•若存 
在濟 OG 4) ，凡⑷的映射 / K/XA) 满足： 

(1) 线性性当《,/3为复数，/，发 e 激(仃04)， 札⑷） 时，有 

( a /+^)( i 4)= a /( yl ) + ^(^4) ， 

(2) 可乘性当/,尽€涊004)，氏⑷）时， 

C/^) (A) —fiA')giA ') , 


(3) 当 /三 1 时，/(^4)=/， 

(4) 当 y*(A) 三 a 时， •/"(a) ， 

则称/卜/04)是算子演算 • 

表示复平面上含在 〃04)中的波雷尔 (Borel) 集全体. 
定理6设 t； 是复希尔伯特空间 H 中的酉算子，000,凡 
五)是相应于 C/ 的谱测度空间，对于/€潔 (W)， 凡⑹） ，令 

/( t/)=J 




((/) ， 


/(A)d£(A), 


tf 0/> 
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则 / K /0/) 是算子演算 • 

5- 定理 7( 普朗舍雷尔 （ Plancherel ) 定理 ）V 

°°)，3 I 2 ( — ° o , oo ) 中函数 




07/)(x) = (&)lim^z| e^fi ： y)dy, 

Y 


且 t / : / H 7/ 是/ /( — oo , oo ) 中的酉算子，其逆算子 

^ y f(y)dy 


强 ）lim 


定义3设 /6 L 2 ( — oo , oo )， 函数 




70) = ( 强 e^fixHx 


/27t 


称为/的傅里叶变换，也称 / K 7 为傅里叶变换. 

^ fix ^ dx 称为/的 L 2 - 傅里叶 


函数/⑷ 强)! 

逆变换，也称 / K ? 为 l 2 - 傅里叶逆 变换. 公式(7，^)=(/，《0称为 


巴塞瓦公式 


定义4设//是复可分希尔伯特空间， k|n = 0, 士 1，土 2, 
}是//中完备的就范直交系 • 又设 f / 是 H 中有界线性算子，具有 


_ 


* * * 


性质 


Ue „= e„ +l f w = 0, 士 1，±2，.“， 


则称 t / 是双向平移算子. 

设{&|« = 0,1〖2, … }是//中完备就范直交系，又设 V 是//中 
有界线性算子，具有性质 

则称 V 是单向平移算子. 

定义 S 设 H 和 G 是賦范线性空间，4是//中的线性算子， t / 

是//到 G 上的酉算子，则称算子和 A 是酉等价的 • 

定理8 // 2 中单向平移算子没有非平凡的约化子空间. 


w = 0， l ，2, …， 


+1， 
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命 


疑难解析 


1. 怎样理解酉算子？ 

答设 U 是内积空间 H 到内积空间 G 中的线性算子，且 C 7 又 

是保范的，即 || Ux || = IUI 1 成立，则称 f / 是保范算子. 
若 (7 是//到 G 上 （即及 07)= G ) 的算子，则称 t ； 是酉算子. 

若是保范的，则 f / 是可逆的，因而酉算子是内积空间 H 到 

内积空间 G 上的保范的、一对一的线性算子.同时，酉算子的逆算 
子 tr 1 也是酉算子. 

一般只讨论希尔伯特空间上的酉算子. 

酉算子与自共轭算子、正规算子有什么关系？ 

答设//是希尔伯特空间，了： //— H 是有界线性算子，7^ 
是 T 的共轭算子，若：，则: T 是自共轭算子（或埃尔米特算 

子）;若了是双射，且了* =了 _1 ，则了 是酉算子;若 TT * =7^ T , 则称 
T 是正规算子. 

若 T 为自共轭算子或酉算子，则： T 必为正规 算子. 

X =T * =^>T ' T=TT ' =T 2 , 

T* ^T~ l =^T'T—TT* =1. 

但是,正规算子不一定是自共轭算子或酉算子.例如，若/ •• H—H 
是恒等算子，则了 =2 iJ 为正规算子，因为 

T* = —2i/, TT 9 =T*T=47, 


碲 


T* H T* 关 T - 1 = — fiJ, 

所以 T 不是自共轭算子，也不是酉算子. 

方法、技巧与典型例题分析 

要求熟悉酉算子的概念，理解酉算子的谱分解定理，知道酉算 
子的一些简单应用 • 

例1设 H 为希尔伯特空间， 证明： 


但 
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(1) C / 是酉算子的充要条件是是单射，且 CT - f /- 1 ； 

(2) 17 是酉算子的充要条件是 C 7 是保范的，且为满射. 

证 （1) 必要性若 C 7 是酉算子，则 

ixyU * Uy) = <XJx^Uy) = (x»y) , x^y^ ： H 9 

故且 II c /工 II IU || 2 , 所以 c ; 是单射 • 因而 cr 1 

存在，且 


H 今 H 


it =ir uir 1 =iu— 1 =u_ l 


充分性若，则 

(UxfUy) = (jo 9 U*Uy > ) = (x,y)3 


所以 U 是酉算子. 

(2) 必要性题 （1) 中已证_ 

充分性若 C 7 是保范的，且为满射，则 

|| Ux || 2 = IUU 2 , Vx € H . 

当 H 是实内积空间时，由极化恒等式得 

( Ux ^ Uy ) = \{ || UCx -\- y ) || 2 — II Uia ：— y ) || 2 ) 


4 


— (|| x+jy || 2 — II x — y || 2 ) = (:r ，： y)，V ^Oyy ^： H 




当 H 是复内积空间时，有 

(JJxjUy^) — -r Hi* II 

y^i* II x-\-\ k y 


2 


= ( x ^ y)j V x ^ y ^： H ^ 


4 


k = 0 


所以， c / 是酉算子 


设 C /， y 是希尔伯特空间 H 上的两个酉算子，证明 

( IX ；是保范(等距）的，即 V x 6 H , || Ux || = || 

(2)// 关{的时， \\ U \\ =1; 




x 


是酉算子； 

(4) (7 V 是酉算子； 

(5) 复希尔伯特空间 H 上有界线性算子： T 为酉算子的充要条 
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件 是了为 等距且满射的 

证 （1) 因为 


U ^= u 1 ^ II Ux II 2 =( K 7 x ) 

= ( x ， Wx ) = ( m ) = 


II 2 , 


I Ux 


所以 


(2) |[ Ux || = || C / || IU II = I 

(3) 因为 f / 是双射，故 C/d 也是双射，由共轭算子性质，有 

c /=( tri ) - 1， 


U II =1. 


ar l :r=u 




所以 c / h 是酉算子. 

(4) 因为 t/y 是双射，由共轭算子性质与单积的逆的性质，有 

(m* =w =v^ l u^ l =aivy l . 


所以 c / v 是酉算子. 

(5) 在例1题 (2) 中已证，现对其充分性作出另一种证明•由 T 
的等距性，有 


CT * Tx ,工）= ( Tjc ，7>) = Or ， x ) = ( Lr ， x ) ， 

(( T * T -/) o :, x ) = 0. 


因此 


由零算子性质知 


T * T —7=0^ T * T =/, 

TT " = TT * (7 T ~ 1 )= T ( T # T ) T ^ 1 = T / T ~ 1 =7. 

综合即得 = J ，故: r * = TM ， 即知 * T 为酉算子. 

证明： 若等距线性算 子了： 不是酉算子，则必将 


例 


希尔伯特空间 H 映射到 H 中一适当的闭子空间 • 

证由第二章第一节例3知 ，尺 ( T )= YCH 是//的子空间, 

设 >=了心， 则因为等距， U } 是 


V y eY 3 bJCY ， 使得 : y 

柯西 序列. 又由//的完备性知，存在工 e //， 使得:故 


y 


( Tx - Tx n )-\-( Tx n — y ) || 

+ 11 y~yn II — 0, 


Tx — j 


<\\T 

3；-=7 vey , 所以知 y 是 // 的闭子空间 

当 y = H 时， t 为酉 算子. 


X — X n 
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例 4 设 ： T : X - X 是内积空间 X 的等距线性算子，若 dimX < 
00 ,证明: T 为酉算子. 

证由第二章第一节例3知，尺 ( T ) 是向量空间，且 

dimX . 由: r 的等距性，: r 将直交基映为 /? cr ) 中一直交系，因此 

dim /2( T)>dim 兄 综合两式得 dim 尺 CT ) = dimX ， 且 /?( T)=X ，所 
以了是酉算子. 


例 S 设 S 与: T 是希尔伯特空间 H 上的线性算子，若在 H 上 

存在酉算子 V ，使得 


S=UTU^=UTU* , 

则称算子 S 与了 是酉等价的.若了是自共扼的，证明 S 也是自共轭 


的. 


证因为了是自共轭的，故了=了％于是 

S* =(XJTU •: T =U" 丁 W =UTLT =S 


所以 S 是自共轭的 


设 C 7 : H ^ H 是酉算子， 证明： 

( yO /) C { A|AGC 且 | A |=1}， 


即酉算子的谱都位于单位圆周上 • 

证因为 Ut/ll =1，所以 a < XO 匚由于 

eB (//)， 故 oe〆 ^/)， 则当 


| A -0|< 


II 尺。 07) II — II 01 -U^ II 

时 MeKC /)， 故{川义|<1}=尸07),从而 W ) C ={ A | U |=1}. 

例7证 明：对 于任何 L 2 ( i 0^ L 2 00 的酉算子[/，客⑴ = W 0) 
都对应了一对定义在(尺 Xi?) 上的函数尺 (^) 与//(匕山使得 

(1) 对于固定的 


(2) 积分 


f 


K ( mK (7 j ， t)dt 


min ( |^| ，|”1)， 

和<0, 


0, 


TT ( f 70 H {7 },Odt 
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Kde 9 t ) dt =\ H ( tf y Odt 


(3)1 g ( t ) dt = K(m/(f)dt， 




反之，每一对满足题 (1)、（2) 的和 H($，0 都由题 (3) 定义了 
L 2 (/0—L 2 (/0 的互逆的酉算子. 

证先证在上酉算子对应满足条件的函数尺 ( e ， o 与 


mm 


设 t/ 是一个酉算子，记 


sgnf，f 在0与$之间， 

(不在0与$之间， 


々<>) = 


0, 


显然 oO)6L 2 a ?). 令 


Hie.O = Ue ^ O , K ($, t )= U ^ l e ,(0 9 

则： （1) 由于 c/ 是 u (/?) 到自身的算子，所以对于固定的 c 有 


(2 )J KOj ， t ) K ( e ， t)dt 

= (u~ l e v , cr \)=(cr w ❹） 

min(|^j ， |7|) ， 冬命 0, 

约 <0. 


= ( e ” e f ) = 


0, 


类似可得 


min(|^i ，|引），和> 0 , 

芒7<0, 

K(^^)df= dJ~ l eij€ v ) = (e^^U€ n ) 7f)dt 

(3) 对于 g=r//， 有 

ig$e^= f giOdt^ <XJf ^ei> — {f ， [/ ― 1 々） 


J 


H (6, OH (7，，） df = 


0, 


且 




(/，Q)= f ( 0 ^= 01 '^ ^() = ( 17 * g 9 e ^) — ( g 9 UeO 
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再证给出满足题 (1)、（2) 的函数 H ( fd )， K ( e ， t )， 由题 （3) 定 
义 L 2 ( R ) 上一对互逆酉算子. 

定义 V ^(0= A ：( e ， f ), 则题 （2) 表示 


(Ve n tVe^ = ， (Ue”UeD = ， 

CVe^ f € v ) — (ee ， Ue，）. 


对区间的特征函数定义了 t /， F , 就可以对阶梯函数 /= e 

*=i 

i 2 ( 幻定义 


unt)= ⑴， yf^= 

矗 ==i *= 1 

由于线性性，当/，发都是阶梯函数时，有 

(Vf,Vg) = if ， g 、， OJf ， Ug、= <J ， g) ， (V/ ， 裒 ) =(/ ， w. 

这说明在由阶梯函数组成的 GOO 的线性子空间上，是等距 
的，且互为对方的共轭算子.利用阶梯函数在及)中稠密，可以 
连续地将 t /， v 延拓到 L 2 ( iO 上.再由模和内积的连续性知，延拓后 
的 f /， v 也是等距的，且互为对方的共轭算子.同时 w = /， 

即 c ； 有左逆 C / •和右逆 V ,所以 C /- 1 存在，且 
V ，故 f / 为酉算子.类似地， F -1 = C /= V •，故圹也是酉算子， 


U ， 




与 C 7 互逆 


由第一部分证明可知 W 可由题 (3) 表示 

例 8( 沃特松 ( Watson ) 变换）设 


是⑴ 


ei 2 (R )， 


( 1 ) 


mind ^ UvI ), 幼>0, 

h < o . 


d ^= 


( 2 ) 


0 , 


neo 


d 


QO 


/(⑽， 




证明: 


d 


A («) 


oo 




定义了 L 2 00 到自身的一对互逆酉算子 • 
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取 j H(m = 

则当 f 固定时，尺和 H 都属于 L 2 U ,6), 而 

H($ ， tmOf ， t)dt = J °° K(e ， t)KOf“)dt 


kaeo 


k ( eOHyt) dt 


f 


oo 


a 


2 


mini \$\, |y|), 打 >0, 

幼 <0, 


0 


_ • ■ ■ 


n 


Ki^fOdt = 


-dt = 


且 


u 


0 


0 


0 


于是，由例 7( 波瑞内尔 ( Bochner ) 定理)知，与 H ( f ， f ) 生成 
—对互逆的酉算子 c //-^,/= c /_ i ， 满足 

g(Odt= T KCi^OHOdt, 




0 


0 


f(t)dt= H(^ 9 t)g(Odt 


o 


因此，几乎处处有 


d f °° k^O 


fdOdt , 


茗 （o 


gCOdt * 

将是取成某个具体的函数，便可得出古典的傅里叶变换 


/(f) 




第八节自共轭算子的谱分解 


主要内容 


1.定理1设 H 和 G 是希尔伯特空间， T 是 / KTKCIH ) 到 G 
中的线性算子，则使 G 中某个向童 : y 满足 

(Tjo 9 y) — Cjo 9 y* ) ^ jo^DCT) 
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H 中向量 y 最多只有一个的充要条件是 ZKT ) 在 // 中稠密 • 

定义1若算子的定义域在全空间中稠密，则称为稠定的 


_ 


算子 


定义2设//和 G 是希尔伯特空间,了是//到 G 的稠定的算 
子，其定义域为 D ( T )， 记 

D ( T m ')=^{ y \ y ^ G ,3 y ' eH 使 ( rx ,： y ) = Or ,，） 

对一切 iez ) cr ) 成立 }， 

并在 D ( T *) 上作算子： r * : 3/ h ^ y •(: yeiXT ))， 则称 T •为了的共 

轭算子(或伴随算子 )• 

3. 定理2共轭算子有下列 性质： 

(1) 稠定线性算子了的共轭算子了 •是线性算子； 

(2) 设:^，了 2 是 H 到 G 的稠定线性算子，且 2 X 0 门以了 2 )也 

是//中稠密集，则 Cn +^ rZJTY+TY ; 

(3) 设乃，^是//到 G 的稠定线性算子，且 7\ C ： T 2 ，则 77=) 


T 


推论若了:，了 2 中有一个是全空间有定义的有界线性算子， 

miKTi+r^'-rr+r; 

4. 定理3设了是 H 到 G 的稠定线性算子，则了*是闭算子. 

5 . 定义3 H 中的稠定线性算子了，若有 7 X =： r *, 则称了是对 
称的（或埃尔米特的）；若有了=7^，则称了是自共轭的（或自伴 


傘 


的） 


定理4在希尔伯特全空间//上定义的自共辄算子必是有界 


算子 


定理 S //中稠定线性算子了是对称算子的充要条件是对于 

任何 xD ( JT ^) ，都有 ( T ">2： = ( x »7 jy ). 

定理 6 设是希尔伯特空间 H 中的自共轭算子，若 

召，则 Z ^忍* 

定理7设//和 G 是希尔伯特空间， A 是 H 中自共轭算子， 
C /( Z )( C 7) = H ) 是//到 C 上的酉算子，则 CMf /— 1 是 G 中的自共轭算 
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子, 


定义 4 设 H 和 G 是内积空间， >1 是由 // 的子空间 DG4) 到 H 
的算子 ，(/ 是 H 到 G 上的酉算子，则称算子 C/At/— 和 A 是酉等价 


6. 定理8设 H 是希尔伯特空间是//中自共轭算子，则 
算子 A 士的逆算子04士 ar 1 存在，且 04+irr 1 是全空间定义的 

线性有界算子. 

定义 S 设 A 是希尔伯特空间 H 中的自共轭算子，则称算子 U 

的凯莱变换. 

定理9希尔伯特空间 H 中自共轭算子 Z 的凯莱变换 C/ 是 H 
上的酉算子 ,1 不是 U 的特征值，且 

z=kj 十 Loa—c/)— 1 . 

推论当 A 是有界自共轭算子时，/是 f/ 的正则点. 

定理 10 设 A 是希尔伯特空间 H 中的自共轭算子， u 是 d 的 

_ 

凯莱变换，则在映射 Z 卜之下， 〆>0映成〆⑺一⑴- 

推论//中自共轭算子的谱点在实 轴上. 

7. 定理 11 设 {A} (« = 1,2,3, …） 是希尔伯特空间//的全 
空间上定义的有界自共轭算子，且的值域彼此直交，记 


D -{ x | x 6//，2 II II z <°°}» 

n=l 

又作以 D 为定义域的算子 A， 且 


2 A * 工，工€仏 

«=i 

则（按强极限收敛是自共轭算子 • 

«=i 

定理 12 设{乃|义€(-00,00)}是希尔伯特空间//上的谱 
系 ，/(A) 是贝尔 (Baire ) 函数•记 


Ax 
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D= /(A) 2 d || T x x || 2 <oo|, 

则必有 D 上定义的算子使得 V z，：yei)， 有 

/(A)d(T^,y), 


iAx,y') = 


且当 xeD 时，; J 

" =1 n~K\/ay\<n 

数时 ,A 是自共辄的 • 

定义 6 在定理 12 的条件下，称定义在 

£>={x|xeH，r !/(A)| 2 d II T x x il 2 < 


fiX)dT x x 强收敛于 >Lr， 当/是实值函 


fiXUTxx 关于 {T,} 的广义（强）谱积分， 


上的算子儿 r = li 


l/CA)|<n 


记做 A=J/(A)d7Y 

推论设 { T A |Ae( —oo,oo)} 是希尔伯特空间//中的谱系， 


则以 


’ ZXA)= UixeH, AM II T x x II 2 < 


为定义域的算子 j 是自共轭算子. 

定理 13( 自共轭算子谱分解定理）设//是复希尔伯特空 
间，乂是以 D(A) 为定义域的自共扼算子，则必有 H 中谱系 

{TJAG( 


: 


)} ，使得 


00^00 




A 

/I — 


称由自共轭算子 z 决定的谱系{^}所产生的谱测度(尺 s 私，了)为 

由 z 决定的谱 测度- 

定理 14 设 Z 是//中的自共扼算子，则 Z 所决定的谱测度 
(尺 1 ,^ ，: T) 集中在 ff04) 上，即： T(ffM))=J, 且了不能集中在比 

tKA) 更小的闭集上. 
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推论 1 设 A 是 H 中有界的自共轭算子，则 

sup A = sup ( Ar ， j ：)， inf A = inf ( Ar ，： r )* 

Ae^04) I x| =1 Ixl =1 

推论 2 设 A 是复希尔伯特空间中任一有界自共轭算子， 

(<rC4),B tfW ，: T) 是 A 所决定的谱测度空间，设 B 是任一与3可交 
换的有界线性算子，则对于任何与了 ( m ) 可交换. 

疑难解析 

共轭算子定义的合理性依赖于什么？ 

答共轭算子定义的合理性依赖于 T 稠定.因为，若存在 xe 

且：则 

(_y ，艺 1) = (jy ，。） ， V y€ ： D(T) » 

iytZ \— Zz )~0 (V y ^ DCT ")'), 

即丄 DCT ), 而乃(了)稠密，从而 

设 //， G 是希尔伯特空间 ，了是 H 到 G 的稠定线性算子，任取 3 ^ 
6 只，有朽:•^卜 ( Tz ，： y ) 是以乃(了)为定义域的线性泛函•若％是连 
续的，则由黎斯定理，有: y * 6 H ， 使得朽 Or ) = ( x ，： y *). DOT ) 在 H 
中稠密就保证了 3 ^的惟一性. 当了是 全空间定义的有界线性算子 
时，对任何: y ，％ 是连续的，因而: y 有相应的： y * ，而映射:就是 
第四节定义的了的共轭算子了*.对于一般的稠定线性算子，不一 
定对每个 3 ；,朽都是连续的 • 我们只挑选那些使％连续，即使得， 
存在的: y , 作为共扼算子了•定义域中的向量.共轭箅子就是用这种 

方法定义的. 


D ( T*),T 


X = Zi ， 


所以 


方法、技巧与典型例题分析 


在 // = L 2 (R) 上定义乘法算子 

{/e[ 2 oo 丨 J 

( T /)( j :) =xf ( x ) »V f GZ )( T ) ^ 


|/(x) | 2 dx< 


D(T) = 


证明： 了稠定且无界 
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证因为 crczKT )， 且 cr 在//稠，所以了稠定，令 

，： cG [ M ， w + l / n ]， 

尤 6 [ 打 ， w + l/n ]， 


/(工）= 


0, 


»+1/» 


则 


\L 


ndx=l ， 


Tf n || 2 = 


而 


nx z dx ^ n z ， 


从而知 T 无界. 

例2在 / [0，1]上定义 

Dcr )={/ eu [ o ， i ] i / 在 [ o ， i ] 上绝对连续，且尸 eL 2 [ o ， i ]}， 

了/=-尸， / ez )( D , 


进明： T 为稠定无界算子 • 

证因为<^°(0，1)0)(了），所以了稠密.令人二 y ^ rix 2 , 


/J| a =(2n + 1) x 2 Mx-l, A6/XT) 


T/«=- y(2n+l)n(n-r)x^ z , n>2. 


但 


Tfn || 2 = (2n +1 ) 2 n z (n — 1) 


2n — 3 


故 了为稠 定无界算子. 

例3 证明：了为闭算子的充要条件是 V { o ^ CIDCr )， 若 

1^11;=工，且111117^ = }，有 ot ^ jD ( T ) ，且 TV 

rt-^oo It—OO 

证必要性设有 UJCDCT )， 使得 


: y 


\imx il =Xf limT x n =y ， 


{ UoT ^ JlCGCOsKx . TdkeiXT )}, 
则 II ( Xn ^ Tx n )—( x m fTx m ) II 


从而{(心，7^)}为 G ( T ) 中的柯西序列.而 GCT ) 是闭的，所以 

( x , y ) e gct ) ,即 xezxr ) ， y = Tx , 
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充分性若条件满足，设 ( x ， 30gg ( t )， 证(: t ，： y ) GGcr ). 由 

于 Cr ，： y ) e 5 m ， 故必有 ( A ,： TA ) eGcr ), 使得 

lim ( x * 9 Tjo h ) = => limx rt = x j limj ;,,= y . 


由题设知 x e ZK 7 ")，；y = 7" x , 从而 ( x , y ) = ( x , T ^)6 G ( T ), iy [ 

I 

gct ) 是闭子空间， 


例 4 证明 ：在定 义域上连续的算子不一定是闭算子 • 

证设 DCT ) 为希尔伯特空间 H 的稠真子空间， T = JU ： n ， 则 
T 是稠定的，： T 在 ZKT ) 上连续但不闭.事实上，设 x D € H \ ZK ： T ) ， 
则 xoeDcr )， 且存在 ujcdct )， 使得 


此时 


戈0, 


limTj： rt = \ imx n = x 0 ， 


但: Tx。 没有定义，故 T 不是闭算子. 

设了和：^都是 H 上的稠定线性算子，且 CKTOCGCn) ，则称 

7\是了的 延拓. 若稠定线性算子了有一个闭延拓，则称： T 为可闭 

算子，可闭算子了的最小闭延拓称为： T 的闭包，记为 T. 

例 S 若 T 可闭， 证明: G(T)=^^ 

证设: r 为//上线性算子，则 //x// 的子空间 

{(o：,Tx) UeiKTM 称为了 的图. 

若 S 为： T 的任意闭延拓，则 G(T)CIGCS)， 故 ^yciGCS)， 从 
而 T 作为 T 的最小闭延拓，有 GCDCiGm. 

反之,V (0,30 €页万，有 （0，：y) eG(T) ，从而 T0=_y， 即 y = 

0. 定义算子尺 


£)(/?)= {xeHl 存在 y ，使得(工，: y ) eG ( T *)} ， 

er > oo , 


Rjo = y 9 


JO 


故尺的定义是合理的 • 因为，若 


Oc ，： y) ， (: c，y ) 6G(7 ") ， 

Tx=yj Tx — y 1 j 
Or ， jy) — (x,y ) = (0，j — y f ) GG(T ) ， 


使得 


则 


于是: y=y =0 ，即 y = y f 
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由于 G ( R )= GCT )， 所以尺 为了 的闭延拓，又了为最小闭延 

拓，故 G(T) CIG ( 及 ） ，从而 =7% 且 G (T) = 汉朽 . 

设 //=1 2 (/0 ,定义 

了 ： ZK ： T)=CrCR), Tf=\f , /GD(T), 

Tx : DdTO^liR), Tj^ify /6D(T), 

则 7X ： 7V 证明 : 页 ^=)( ； (7\)( 于是，若 : T 可闭，则 T 〕 T\). 

设 /e 1)( 了），令 /«(x) = (/ * 户 • ） （工），其中 jO«(x) = 

，则 /«eCr(/0 ， lim/«=/. 


X 


P 


e 


e 


c — 0 


d 


T/cCr) =i/ c (x)=ij f (O^pdx—Odt 

= —if(Op € (x—t) +i| f (t)p t (x—t)dt 

— oo J 一 oo 

=i/’* i/’ (e-^0 + ), 

(e-^0 + ). 

{ f , if } eGCT l ) 9 

{(/ci/«)}CG(T), 

故 (/， ir ) e 罚竹，从而 ) c ^ m . 

例 7 证明 ：稠定 算子的共轭算子不一定是稠定算子 • 
证设//= 1 2 00 ,?>为有界可测函数，且 f ^ L 2 UO , 令 

{/€ 細 J 

T /=(/， fM , / e /)( T ), 

其中奸为 poo 中某个非零元素，且 

(/ ，炉 ) = 


(,r — 




所以 


而 


\f(jo)<pCx) |dx< 


D ( T ) = 


f(x)<pix)dx 


因为 croocD ( T )， 所以: r 稠定 • v weDW )， 由定义有 

: t * w gl 2 cr )， 且 


<if ， T*u) = ar ， u )， V /eiXT). 


294 




而（ 7/，《) = ((/ ， 9) 科，《 )=(/ ，史 ) （奸 ，“) 


1 


= ( 奸， w) /(jc)^(x)dx 


/Cr) (9% 




= (/， （饵，“) 妗， v/eDcr)， 

所以 t ^ u = T ^ u )^ 由于炉 ei 2 (/o, 要使了、 ez/oo, 必须 

T ^) = 0 ， 即丄许,从而灰 T * ) y ^ LHR ). 

例8设: T 为稠定闭算子， B 也稠定，且 

(1) D(B)3D(T), 

(2) II Bx II II X II +b II II ,v X 6 D(T)(^ 0 , 0 < 6 < 1 ), 

证 明:: T + B 是闭算子 • 


设 { 心 } CD ( 了 + 5) = £>( 了）满足 lim 


且 


X n = Xj 


limCT+B)^—x. 因为 

M ― ^OO 

II (T+B'yx II > II Tic II - II Bx II 

^ || Tx || —a || x || —b || x || , V lc^ ： D(T) » 

所以 {r：U 为柯西序列，而了为闭 算子. 于是，:^£>(70,且 limT：r 

fl 崎 OO 

•而 


II Ba : n — Ba : || = || B(x„— j :) || 

|| x n —x || +b || Tx n —Tx || , 

因此，及 tiT 十 B:c，n—oo. 从而 f z = Tx -\- Bx = (T+B) jc ， 即 T 1 -\-B 为 

闭算子 • 


第九节正常算子的谱分解 


主要内容 


1•定义1设 M 是复希尔伯特空间 H 上的有界线性算子，若 

W 与其共轭算子 W 可交换，即，则称算子#是正常 

■ 

算子（正规算子） • 
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定理 1 设 N 是复希尔伯特空间 H 的有界线性算子，则 JV 是 

正常算子的充要条件是 iV 的实部与虚部可交换. 

定义2 设 CXpRpE ) (j = l ，2) 是希尔伯特空间 H 中的两个 

谱测度空间，若对一切叫€&，>=1，2，£ 1 (抓）与£ 2 (财 2 )可交换， 

则称这两个谱测度是可交换的* 

定理 2 复希尔伯特空间中正常算子的实部与虚部分别决定 

的两个谱测度是可交换的. 

2. 定义3 设 ( Xj ， R”EO (_/=1，2)是谱测度空间，设£：是 

上的谱测度，满足条件：当从 七氏时 ，有 

E(Mi XM 2 )=£ i ( Mi )£ 2 ( M 2 ) ， 

则 称丑为 & 与五 2 的乘积测度 ，可记为五 iXE ” 并且 

/^，幻为^^只^五“与以”/^^^的乘积测度空间- 

定理3 设 CUj . Ej ) ( i = l ，2) 是复希尔伯特空间//中的两 
个谱测度空间，则上存在&与五 2 的乘积测度在 

XE Z 的充要条件是馬与私可交换. 

推论1设00，尽,尽)是复希尔伯特空间 H 中两个可交换的 
谱测度，则在 与 E 2 的乘积谱测度是惟一 
的.设>1是 H 中任一有界线性算子，若4与民（)=1，2)可交换 
(即尽 ( M ) X = ) ，则 A 与它们的乘积谱测度可交换. 

推论2 设 ( Xj ’ RpEi ) (_/=1，2)是复希尔伯特空间 H 中的两 
个谱测度空间，而均0=1，2)是可交换谱测度，£是(不父又 2 , 

与五 2 的乘积谱测度 ■ 趴:^/^是尤上关于&可测 

的有界函数全体，则当/#刖足，氏)时，有 

( 々 ）/ 2 Or 2 )dECri ，工 2 ) 


① 


2 

定理 4( 正常算子的谱分解定理）设 W 是复希尔伯特空间 
H 的正常算子，则必有上的谱测度丑使得 N 二 
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zd£Oc), 且对 // 中任何有界线性算子 A, 当 A 与 JV 和 AT 都可 

交换时 M 必与£ (M) (Me B 鐵 ) 可交换. 

推论1设 W 是复希尔伯特空间//中的正常算子，则 JV 决定 
的谱测度不可能集中在比 aOV) 更小的闭集上. 

推论 2 设 JV 是复希尔伯特空间 H 中的正常算子 ，OOV)， 
^ kao £：) 是由#决定的谱测度,V feBCadN ) ，知 ao ) ，作 

/W)=f nz)dE(z), 




tf(N) 


则 /1-/OVO 是算子演算. 

推论3设//是复希尔伯特空间， A 是 Z)C4)—H 的自共轭算 
子, 尸 是 A 所决 定的谱测度. 令艮 ⑷为 ffU) 上的有界贝尔 (Baire) 

函数全体，对每个作线性有界算子 

f ( A )={ /( A ) dF ( A ) 




则映射 /h-/M) 有如下的 性质： 

(1) 埃尔米特性 7 U) = (/M))*. 特别地，当/是实函数 
时， /C4) 是自共轭的； 

(2) 线性性设是数,/，&€凡，有 

(«/+ 知)04)=«/04)+~04); 

(3) 可乘性设/，茗⑷，有(/发 ） G 4)=/ G 4) •贫 G 4)_ 


析 


难 


怎样构造乘积谱测度？ 

答若^与仏是可交换的，要构造它们的乘积谱测度£可分 


四步来做 


(1) 令尸表示复希尔伯特空间中投影算子全体 ，P={M 1 XM 2 

的映射 £. 


(2) 作集类 /^X/? 2 ={UM, |n 为有限数，且 M,e 尸，从，从 2 , 

>=1 
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两两不相交 

将 五从尸 延拓到 AX /? 2 ±_ 且 £：(• )在/?5^ 2 上有有限可加 


性. 


(3) 证£是 代数凡 X & 上的谱测度，只需证£有可列可加性 

(4) 由第六节主要内容中的定理 

测度 E 惟一地延拓成 XX 2 上的谱测度 


方法、技巧与典型例题分析 


例1若 s 和： r 均为正规线性算子，满足 S 7^=: r * s 和= 

证 明：和 S +7 1 与积*5了也是正规算子. 

证由題设条件得 

(5+T)(5+T)*=55 # +5T W +T5*+TT* , 

(5+T) # (5+T)-5 # 5+5 # T+T # 5+T # T, 

故由定义可知， S + T 是正规算子•又 

(ST)(STT =sm =ST*TS* =T*55*T 

=T # 5 # 5T=(5T)*(5T), 


所以 ST 也是正规算子. 

设了是希尔伯特空间的有界线性算子，证明：了是正规 




算子 


证由第四节例18知 


T=T 1 +iT 25 T 9 =T x -iT 2 , 


其中 


T\ = fcr+Tn ， T 2 = ^t(T-T* ) 


是自共轭算子，则 

TT * = (7\ 十 iT 2 ) (7\ - iT 2 ) = 71+71+ i (TzT x — 7\ 了 2 ) ， 

T*T=(T 1 -iT 2 )(T 1 +iT 2 )=Tf+Ti-i(T 2 T 1 -T 1 T 2 ), 


所以： T 是正规算子 


设 Z 是复平面上一有界闭集 ，艮是 Z 中的波雷尔集全 

体，户是 ( Z ， 民）上的测度，作/^(2,艮，上的乘法算子如 下：当 
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w /) U )= z / u ), Z ez 


证明： w 是正规算子 _ 

证显然， JV 是有界线性算子，易证 AT 也是乘法算子 

(AT/)(z)=5/U) ， f^LK2,B x ,fx), 


故当 /€ L 2 ( Z ， 艮，/0时，有 

(AW /) ( z )=\ z\ 2 fM = (AT Nf ) Cz ) ， 


所以 AT 是正规算子 


设 Z 是 H 中有界的自共轭算子，证明 


sup A = sup ( Ax ， 工）， 

X ^ ciA ) | x | =1 

inf A = inf ( Axjx )^ 

tfM) 1x(=1 


由于 Z=J 


WA ， 所以当 || 


1 时，有 


ifiM= sup A. 

A 6 tfM ) 




X 




J 


MiFx ^ Cyx }^ M \ d ( FxJCyx)=M || x \\ 2 = M 


{ Axjx ) 






sup ( Ar ， xXM * 

xi=i 

另一方面，由于 tfG 4) 是闭集，所以对于任何正数 e ， 
必然有关0,否则 F 将集中在 

< r ( A ) f ] (― oo , A /— e ] 


因此 


戊 1 


上，与上面证明结论相 矛盾. 任取 


= l , o ： eF (( M -€, M ]) H , 


Ad (Fjur ， *r ) — e 


则 G 4 x ， x )= Ad ( F ^ x ? x ) = 


(M — t，AO 


因此，又得到 sup G 4 u )> M - e ， 由 e 的任意性可知 

I Jf _ =1 

sup 

Ixl =1 


综上两式即得 


sup ( i 4 u )= M = sup A 

xi =i xe^(A) 


同理可证 inf A = inf ( Az ，: c ) 

I :垂 =1 
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